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Producto Interno:

* Un producto interno sobre un espacio vectorial V es una
operacion que asigna a cada par de vectoresuy v en V un
numero real <u, v>.

* Un producto interior sobre V es una funcion que asocia un
numero real <u, v> con cada par de vectores uy vcumple los
siguientes axiomas:

* Propiedades:

i.(v,v)=0
* ii.(v,v)=0siysélosiv=0.
* i, (u, v+w) = (u, v)+ (u, w)

* iv.(u+v,w)=(u, w+(v, w)
* V.(u,v)=(v, u)

* vi.(au, v)=a(u, v)

* vii. (u, av) = a(u, v)




Espacios con producto interior

* El producto interior euclidiano es solo uno mas de los
productos internos que se tiene que definir en Rn Para
distinguir entre el producto interno normal y otros posibles
productos internos se usa la siguiente notacion.

e u ov = producto punto (producto interior euclidiano para Rn)
* (U, v» = producto interno general para espacio vectorial V.

Propiedades de los productos interiores
*1.«0,w=«w,0=0
 2.<U+V, W>=<U, W+ <V, W

* 3. (U, CV> = cU, W.




Definicidon (producto interno en un espacio vectorial real). Sea V un espacio vectorial
real. Una funcién p: V x V = R se denomina producto interno en V si cumple con las
siguientes propiedades: i) p es lineal respecto al primer argumento:

p(u+v, w)=p(u, w)+p(v, w)
p(Au, v) = Ap(u, v)

Linealidad respecto al otro argumento. Sea V un espacio vectorial real y sea p una
funcion lineal respecto al primer argumento y simétrica. Entonces p es lineal respecto al
segundo argumento:

p(u+v, w)=p(u, w)+p(v, w)
p(Au, v) = Ap(u, v)




Notacidn comun para el producto interno. En cualquier espacio vectorial real o
complejo, excepto el espacio nulo {0}, existen muchos productos internos. Si un
espacio vectorial se considera con un producto interno fijo, entonces este producto
interno se denota habitualmente por h-, ‘i, es decir, en lugar de p(u, v) se escribe hu,

VI.




Ejemplo.Sea ® : R 2 xR 2 - R definida por:

‘1’((-’1?11-1172)1 (ylzyi)) = T1Y1 — T1Y2 — TaY1 + . T2

Hallar todos los valores de a € R para los cuales @ es un producto interno. Es
inmediato verificar que, para cualquier a € R se cumplen las condiciones i) v ii)
de la definicidn de producto interno. Veamos para que valores de a se cumple la
condicidn iii). Se tiene que

O((z1,22), (z1,22)) = af— 22122 + ax)
r7 — 2x129 4+ 25 + (a0 — 1)z

(x1 — 22)* + (a — 1)a3

De esta igualdad se deduce que ®(v,v) >0V v6=0 <= a > 1. En consecuencia,
@ es un producto interno si y solo si a > 1.




El proceso de orto normalizacion de Gram—-Schmidt es un algoritmo para construir, a
partir de un conjunto de vectores linealmente independientes de un espacio
prehilbertiano (usualmente, el espacio euclideo Rns), otro conjunto ortonormal de
vectores que genere el mismo subespacio vectorial.

Elfproceso se basa en un resultado de la geometria euclidea, el cual establece que |la
diferencia entre un vector y su proyeccion sobre otro, es perpendicular al primero.
Dicho resultado constituye una herramienta para construir, a partir de un conjunto
de dos vectores no paralelos, otro conjunto, conformado por dos vectores
perpendiculares.

Es’;}e algoritmo recibe su nombre de los matematicos J@rgen Pedersen Gram y Erhard
chmiat.




Descripcion del Algoritmo de Orto normalizacién de
Gram-Schmidt

En el espacio euclideo R™3 con el producto escalar usual definido, se propone
un metodo para encontrar un sistema de vectores, perpendiculares entre si, a
partir de tres vecfores no coplanarios cualesquiera. Sean V1, V2, V3 ER 3 dichos
vectores.

El mé&todo consiste de dos proyecciones. La base orfogonal de R'3 compuesta
por UT, U2, U3, se calcula de la siguiente manera.

1. Se escoge arbitrariamente uno de los vectores dados, por
ejemplo, Ul = V1.

2. U2 se calcula como la diferencia entre V2 vy el vector que resulta
de proyectar a V2 sobre Ul. Dicha diferencia es perpendicular
a Ul. Es equivalente afirmar que U2 es la diferencia entre V2 vy el
vector que resulfa de proyectar a V2Z2sobre la recta que
genera Ul.

3. U3 es la diferencia entre V3 y el vector que resulta de proyectar
a V3 sobre el plano generado por Ul y U2, La diferencia de
vectores fiene como resulfado ofro vector que es perpendicular
al plano.

Esta sencilla interpretacion del algoritmo para un caso que puede verse es
susceptible de generalizacion a espacios vectoriales de dimension arbitraria,
con productos internos definidos, no necesariamente candnicos. Dicha
generalizacion no es otra que el proceso de Gram-Schmidt.




El método para orto normalizar un conjunto de vectores lo describimos a continuacién

Proceso de orto normalizacion de Gram-Schmidt
Consideremos un conjunto de vectores S={v1,v2...vn} linealmente independientes de un espacio
vectorial V.

P.1) Eleccion del primer vector unitario. Tomamos el vector v1 y lo dividimos entre su magnitud
para hacerlo unitario; al resultado lo Ilamaremos ul, es decir, ul=vl|v1l].
P.2) Eleccion del segundo vector unitario. Proyectamos el vector v2 sobre ul, para obtener

v'2=v2-v2-ul|ul|2ul=v2-(v2-ul)ul esto ultimo se debe a que|ul|=1. =~
Tomamos el vector v'2 y lo dividimos entre su magnitud para hacerlo unitario, al resultado lo m
llamaremos u2, es decir u2=v'2|v'2].

P.3) Eleccidn del k+1 vector unitario. Supongamos que se han construido los vectores {ul,u2...uk} x
y que forman un conjunto ortonormal. Para construir uk+1 tenemos
v'k+1=vk+1-(vk+1-ul)ul-(vk+1-u2)

Finalmente uk+1={v’'k+1||v'k+1]|}. Decimos que es un conjunto ortonormal y se puede continuar
de esta manera hasta que k+1=m con lo que se completa la prueba.
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PROBLEMARIO 4

1. Dados u= (2,-7) y v = (5,3), calcular que se obtiene al realizar 3u+4v.
Soluciéon: w = 3u + 4v
w=3(2,-7) +4 (5,3)
w = (6, -21) + (20, 12)

w=(6 + 20, -21 + 12)

W= (267 _9)
(—2| 3} [-2|
2. Determine la linealidad de los siguientes vectores: ‘ 1 ‘ , ‘ 2 |Jf 3 |
1 A4 | ._EI | _1 |
vector e iguzalando a cero. 2x+3y-22=0
[—2| [ 3] |_2' x+2y+3z=0
X|l|+y‘2‘+z3‘= 4x—6y+42=0
| 4 | —6 a4 Xx—6y+4dz=
Gauss.
-2 E] -2 o (2)
1 2 3 o
4 -6 a s} (+)
3 -2 fs} (1/2)
1 2 3 o (+)
o o
-2 3 -2 (8] {-1/2)
o 5/2 2 o
o (o] (0] o
1 -3/2 1 o
o 5/2 2 o (2/5)
o (o] (0] o

3. EnC3seanx = (4+, -i, i+3i) y y = (2+2i, 3i, 2+3i) entonces:
(X * y): (4 +1) (2 +2i) + (i) (30) + (1 + 3i) (2 + 3i)
(X * y): (4 +1) (2 - 2i) + (-i) (-30) + (1 + 3i) (2 - 3i)
(X *y): 8—8i+2i+2i2 +3i2 + 2 —3i+ 6i — 92
(x *y): 11 - 3i — 4i2

(x*y):15-3i



(i) Consideremos el C-espacio vectorial C* con el producto interno usual. Ortonormalizar
la base B = {(1,0,i),(1,1,2 + i), (0,0, 1)} usando el método de Gram-Schmidt.

«  un = (1,0,4)
o wy=(1,1,2+ i) — LLL2LALD (4 0, 4)
=(1,1,2 + i) — €32(1,0,4) = (i,1,1)

o wy=(0,0,1) - {GENLEN 1, 0,4) —

= (0,0,1) — 52(1,0,4) — §(i,1,1) = (§,—%. )

o |lunl| = ||(1,0,i)]] = v2
o lum)| = |I(i.1,1)]| = V3
o lwsll = |I(g: — 3. &) = Jz-
— i L iy i L1 i _ L1
(e Team> Tt} = 1350 %) G 5 3 o~ s
e 1 =1
. f-==?‘—ﬁ§i#'=x—fr*fe—.“i=x—é
" 7y L
o H=x'-fgh- Sy
1X-gl1*
2 Izzér._j;,lzu[u:—l]r!.r. 1
=X e e e X
=X' -} - x -4
=X*-X+}

{1, V12X — /3,180X % — 180X + 30}
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