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 INTRODUCCIÓN  

 

Las integrales son herramientas cruciales para calcular áreas, 

determinar volúmenes y resolver una amplia gama de problemas en 

física, economía y otras áreas de las matemáticas. Las técnicas de 

integración pueden ayudar aquí porque no todas las integrales son tan 

simples de resolver como otras. En este artículo hablaremos de sus 

tres métodos fundamentales: permutación de funciones 

trigonométricas, fracciones por partes e integración por partes. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



INTEGRACIÓN POR PARTES 

 

▪ Hallar una antiderivada o primitiva usando integración por partes. 

▪ Llevando a cabo la integración por partes utilizando un método tabular. 

 

Este método se puede usar con muchos tipos diferentes de funciones, pero es 

especialmente útil para integrandos que tienen productos de funciones 

trascendentales y algebraicas. La integración por partes, por ejemplo, funciona 

bien con integrales como. 

 

 

 

La fórmula de la derivada de un producto sirve de base para la integración por 

partes. 

 

 

 

donde 𝑢 y 𝑣 son funciones derivables de 𝑥. Si 𝑢´ y 𝑣´ son continuas, se pueden 

integrar ambos lados de esta ecuación para obtener. 

  

∫ 𝑥 𝑙𝑛 𝑥 𝑑𝑥,    ∫ 𝑥2 𝑒𝑥 𝑑𝑥    𝑦    ∫ 𝑒𝑥 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
 [𝑢𝑣] =  𝑢 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 +  𝑣 

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑢𝑣 = ∫ 𝑢𝑣´ 𝑑𝑥 +  ∫ 𝑣𝑢´ 𝑑𝑥 

=  ∫ 𝑢 𝑑𝑣 +  ∫ 𝑣𝑢´ 𝑑𝑥 



Volviendo a escribir esta ecuación, se obtiene el teorema siguiente. 

 

 

 

 

 

Esta fórmula expresa la integral original en términos de otra integral. 

Dependiendo de la elección de 𝑢 y 𝑑𝑣, puede ser más fácil evaluar la segunda 

integral que la original. Porque la elección de 𝑢 y 𝑑𝑣 es importante en la 

integración por el proceso de partes, se proporcionan las pautas siguientes.  

 

NOTA:  ESTRATEGIAS PARA INTEGRAR POR PARTES. 

1. Intentar tomar como 𝑑𝑣 la porción más complicada del integrando que 

se ajuste a una regla básica de integración y como 𝑢 el factor restante del 

integrando.  

2. Intentar tomar como 𝑢 la porción del integrando cuya derivada es una 

función más simple que 𝑢, y como 𝑑𝑣 el factor restante del integrando.  

Observe que 𝑑𝑣 siempre incluye 𝑑𝑥 del integrando original. 

 

Ejemplo 1: Encontrar  

 

Solución: Para aplicar la integración por partes, es necesario escribir la 

integral en la forma ∫ 𝑢  𝑑𝑣.  Hay varias maneras de hacer esto 

 

 

 

∫ 𝒙 𝒆𝒙 𝒅𝒙 



Las estrategias de la página anterior hacen pensar en la elección de la primera 

opción porque la derivada de 𝑢 = 𝑥 es más simple que 𝑥, 𝑦 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥  es 

la porción más complicada del integrando que se adapta a una fórmula básica 

de la integración. 

 

 

 

 

 

Ahora, la integración por partes produce.  

 

 

 

 

 

Para verificar esto, derivar 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶 para ver que se obtiene el 

integrando original.  

 

 

 

 

 

 

  



Ejemplo 2: Encontrar  

 

Solución:  En este caso, 𝑥2 se integra más fácil que 𝑙𝑛 𝑥. Además, la derivada 

de 𝑙𝑛 𝑥  es más simple que 𝑙𝑛 𝑥. Así, se debe hacer  𝑑𝑣 = 𝑥2 𝑑𝑥. 

 

 

 

 

 

La integración por partes produce 

 

 

 

 

 

 

 

Verificar este resultado derivado   

∫ 𝒙𝟐 𝒍𝒏  𝒙  𝒅𝒙 



Ejemplo 3:  Encontrar  

 

NOTA: Algunas integrales requieren integrarse por partes más de una vez. 

 

Solución:  Los factores 𝑥2 y 𝑠𝑒𝑛 𝑥  son igualmente fáciles para integrar. Sin 

embargo, la derivada de 𝑥2  se vuelve más simple, considerando que la derivada 

de 𝑠𝑒𝑛 𝑥  no lo es. Así que se debe elegir la opción 𝑢 = 𝑥2. 

 

 

 

 

Ahora, la integración por partes produce  

 

 

 

 

Este primer uso de la integración por partes ha tenido éxito simplificando la 

integral original, pero la integral de la derecha todavía no se adapta a una regla 

básica de integración. Para evaluar esa integral, aplicar de nuevo la integración 

por partes. Esta vez, sea 𝑢 = 2𝑥. 

 

 

 

 

∫ 𝒙𝟐  𝒔𝒆𝒏  𝒙  𝒅𝒙 



Ahora, la integración por partes produce 

 

 

 

 

Combinando estos dos resultados, se puede escribir 

 

 

 

 

Al hacer aplicaciones repetidas de la integración por partes, tener cuidado de no 

intercambiar las sustituciones en las aplicaciones sucesivas. Así, en el ejemplo 

4, la primera sustitución era 𝑢 = 𝑥2 𝑦 𝑑𝑣 = 𝑠𝑒𝑛 𝑥 𝑑𝑥. Si en la segunda 

aplicación se hubiera cambiado la sustitución a 𝑢 = 𝑐𝑜𝑠 𝑥 𝑦 𝑑𝑣 = 2𝑥, se 

habría obtenido 

 

 

 

 

 

deshaciendo como consecuencia la integración anterior y volviendo a la integral 

original. Al hacer aplicaciones repetidas de integración por partes, también debe 

percatarse de la aparición de un múltiplo constante de la integral original. Por 

ejemplo, esto ocurre cuando se usa la integración por partes para evaluar 

 ∫ 𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠 2𝑥 𝑑𝑥.  



SUSTITUCIÓN TRIGONOMÉTRICA  

 

La sustitució n trigónómé trica és un mé tódó dé intégració n. En lugar dé 

sustituir usandó una nuéva variablé qué és funció n dé x (u=f(x)), sé définé 

a x cómó una funció n trigónómé trica dé una nuéva variablé (x=f(θ)). 
El mé tódó cónsisté én: 

• Rééscribir la écuació n én té rminós dé la variablé (θ) y su diféréncial 

(dθ) 

• Résólvér la intégral 

• Rééscribir él résultadó én té rminós dé x 

 

Cónóciéndó có mó évaluar las intégralés qué cóntiénén póténcias dé 

funciónés trigónómé tricas, 

usar sustituciónés trigónómé tricas para évaluar intégralés qué cóntiénén 

radicalés 

 

El objetivo de las sustituciones trigonométricas es eliminar al radical en el 

integrando. Hacer esto con las identidades pitagóricas. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

Ejemplo 1: 

Calcula la siguiente integral: 

Empezamos observando que , lo cual implica que , y , es decir, . Entonces 

hacemos: : 

NOTA: Las 

restricciones 

sobre 0 

aseguran que 

la función que 

define la 

sustitución es 

inyectiva. 

De hecho, 

éstos son los 

mismos 

intervalos 

sobre los que 

se definen el 

arcseno, 

arctangente y 

arcsecante. 



Sustituyendo estos valores en la integral obtenemos: 

   

Ahora podemos simplificar dentro del signo de raíz: 

   

Pero ,luego, 

 

   

Ahora podemos integrar: 

 

 

 

 

 

Hasta aquí hemos obtenido un resultado parcial. Recuerda que inicialmente la 

integral estaba dada en términos de , no de . Por lo que nosotros debemos 

dar el resultado en términos de . Para lograr eso, vamos a representar 

geométricamente la sustitución inicial: 



   

En el triángulo rectángulo tenemos (para calcular el cateto adyancente al 

ángulo  hemos utilizado el teorema de Pitágoras): 

 

 

 

 

 

Por la forma como se definen las funciones trigonométricas a partir de un 

triángulo rectángulo tenemos: 

   

Entonces, podemos reescribir la solución como: 

   

 

NOTA: Observa que hemos utilizado un artificio: como la integral no se puede 

integrar de manera inmediata debido a la forma que tiene, sabiendo que puede 

transformarse a una forma inmediatamente integrable usando una sustitución 

trigonométrica, vamos a utilizar la transformación sugerida en la tabla dada al 

principio de esta lección. Después de hacer la sustitución obtenemos una 

integral en términos de funciones trigonométricas que se puede integrar usando 

la variable z. 



Para regresar este resultado a términos de x, utilizamos la sustitución que 

tomamos de la tabla para representarla geométricamente usando un triángulo 

rectángulo y las definiciones de las funciones trigonométricas en él. 

 

Ejemplo 2: 

Calcula la integral: 

   

 

Usaremos la sustitución: 

   

 

Esto transforma la integral a: 

   

 

Pero , luego, 

 

   



Para hacer el cambio a la variable  usamos el siguiente triángulo rectángulo: 

 

 

 

 

 

 
 

Entonces, haciendo las sustituciones de acuerdo con la definición de las 

funciones trigonométricas en el triángulo rectángulo obtenemos: 

 

 

 

   

 

Ejemplo 3: 
 

Calcula la siguiente integral: 

 

 

 

 

Hacemos: 

 

 



Sustituyendo estos valores en la integral obtenemos: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Dado que , se sigue: . El triángulo que corresponde para 

hacer el cambio de variable de  a  es: 

 

 

 

 

 

 

Entonces,                           ,  y la integral queda: 

 

 

 

 

 



FRACCIONES SIMPLES O PARCIALES  

 

▪ Reconocer cómo una fracción se puede descomponer en fracciones 

simples o fracciones parciales. 

▪ Integre usando la descomposición de fracciones simples con factores 

lineales. 

▪ integrar funciones racionales descomponiendo fracciones simples en 

factores cuadráticos. 

 

FRACCIONES SIMPLES O PARCIALES 

Para aplicar las fórmulas fundamentales de integración, veremos un método en 

esta sección para descomponer una función racional en funciones racionales 

más pequeñas. El método de fracciones simples o parciales es el nombre de este 

proceso. Considere la integral para apreciar las ventajas del método de 

fracciones simples. 

 

 

 

Para evaluar esta integral sin las fracciones parciales, completar el cuadrado y 

hacer un cambio de variable trigonométrica (ver la figura) para obtener 

 

  

∫
1

𝑥2 − 5𝑥 + 6
𝑑𝑥  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ahora, suponer que se ha observado. 

 

 

 

Entonces, evaluar la integral fácilmente, como sigue. 

 

 

 

 

Este método es preferible a los cambios de variable trigonométricas. Sin 

embargo, su uso depende de la habilidad para factorizar el denominador, x 2  5x 

6, y para encontrar las fracciones parciales 



 

 

En esta sección se estudiarán las técnicas para encontrar las descomposiciones 

des fracciones parciales. 

  

Recordar del álgebra que cada 

polinomio con coeficientes reales 

puede factorizarse en factores lineales 

y cuadráticos irreductibles.* Por 

ejemplo, el polinomio 

 

 

 

puede escribirse como 

 

 

 

 

 

donde (𝑥 − 1) es un factor lineal, (𝑥 + 1)2 es un factor lineal repetido y 

(𝑥2 + 1) es un factor cuadrático irreducible. Usando esta factorización, 

escribir la descomposición de la fracción parcial de la expresión raciona 

1

𝑥 − 3
      𝑦     −

1

𝑥 − 2
 

5 

 

𝑥5 + 𝑥4 − 𝑥 − 1 

𝑁(𝑥)

𝑥5 + 𝑥4 − 𝑥 − 1
 



 donde 𝑁(𝑥) es un polinomio de grado menor que 5, como sigue. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

FACTORES LINEALES  

Las técnicas algebraicas para determinar las constantes en los numeradores de 

una descomposición en fracciones parciales con factores lineales se  

  



Ejemplo 1:  Factores Lineales Dientitos  

 

Escribir la descomposición de la fracción parcial para  

 

Solución: Porque  𝑥2 = 5𝑥 + 6 = (𝑥 − 3)(𝑥 − 2), incluir una fracción 

parcial para cada factor y escribir 

 
 

 

 

donde 𝐴 𝑦 𝐵 serán determinados. Multiplicando esta ecuación por el mínimo 

común denominador (𝑥 − 3)(𝑥 − 2) da la ecuación básica 

 

 

 

Porque esta ecuación es cierta para todo 𝑥, se puede sustituir cualquier valor 

conveniente para 𝑥 para obtener las ecuaciones en 𝐴 𝑦 𝐵. Los valores más 

convenientes son los que hacen los factores particulares igual a 0. 

 

Para resolver para 𝐴, sea 𝑥 = 3 y obtener  

 

 

 

 

1

𝑥2 − 5𝑥 + 6
 

1

𝑥2 − 5𝑥 + 6
=

𝐴

𝑥 − 3
+

𝐵

𝑥 − 2
 



Para resolver para 𝐵, sea 𝑥 = 2 y obtener  

 

 

 

Así, la composición es 

 

 

 

Como se muestra al principio 

 

 

Asegurarse de que el método de fracciones parciales sólo es práctico para las 

integrales de funciones racionales cuyos denominadores factorizan “muy bien”. 

Por ejemplo, si el denominador en el ejemplo 1 se cambiara  𝑎 𝑥2 − 5𝑥 + 5,  

su factorización como 

 

 

 

 

sería demasiado complicada como para usar con las fracciones simples 

parciales. En casos así, es preferible completar el cuadrado o recurrir a 

integración simbólica en un sistema algebraico por computadora para realizar 

la integración. Al hacer esto, se obtiene  

1

𝑥2 − 5𝑥 + 6
=

1

𝑥 − 3
+

1

𝑥 − 2
 



 

 

FACTORES CUADRÁTICOS  

Al usar el método de fracciones simples con los factores lineales, una opción 

conveniente de x da un valor inmediatamente por uno de los coeficientes. Con 

los factores cuadráticos, un sistema de ecuaciones lineales tiene que ser resuelto, 

sin tener en cuenta la opción de x. 

 

Ejemplo 2:  Factores Cuadráticos y Lineales Distintos   

 

Encontrar  

 

Solución:  Porque 

 

 

Debe incluir una fracción simple para cada factor 

 

 

 

 

 

∫
2𝑥3 − 4𝑥 − 8

(𝑥2 − 𝑥)(𝑥2 + 4)
 𝑑𝑥 

(𝑥2 − 𝑥)(𝑥2 + 4) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥2 + 4) 



Multiplicando por el mínimo común denominador  𝑥(𝑥 − 1)(𝑥2 + 4) da la 

ecuación básica 

 

 

 

Para resolver para 𝐴, sea  𝑥 = 0  y obtener 

 

 

Para resolver para 𝐵, sea  𝑥 = 1  y obtener 

 

 

En este punto, 𝐶 𝑦 𝐷 serán determinados todavía. Encontrar estas constantes 

restantes eligiendo otros dos valores para x y resolviendo el sistema resultante 

de ecuaciones lineales. Si 𝑥 = −1, entonces, usando 𝐴 = 2 𝑦 𝐵 = −2, 

escribir 

 

 

Si 𝑥 = 2, se tiene 

 

 

 

Resolviendo el sistema lineal sustrayendo la primera ecuación de la segunda 

 −𝐶 + 𝐷 = 2 

2𝐶 + 𝐷 = 8 

 



Da  𝐶 = 2. Por consiguiente,  𝐷 = 4, y sigue que 

 

 

 
Ejemplo 3:  Factores Lineales Repetidos  

 

Encontrar  

 

Solución:  Porque  

 

 

 

incluir una fracción para cada potencia de  𝑥  𝑦  (𝑥 + 1)  y escribir 

 

 

 

Multiplicando por el mínimo común denominador  𝑥(𝑥 + 1)2  da la ecuación 

básica  

∫
5𝑥2 + 20𝑥 + 6

𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥
 𝑑𝑥. 



 

 

Para resolver para 𝐴, sea  𝑥 = 0. Esto elimina los términos  𝐵 𝑦 𝐶  y da 

 
 

 

 

Para resolver para 𝐶, sea  𝑥 = −1. Esto elimina los términos  𝐴 𝑦 𝐵  y da 

 

 

 

Se han usado las opciones más convenientes para 𝑥, para encontrar el valor de 

𝐵, usar cualquier otro valor de 𝑥 junto con los valores calculados de 𝐴 𝑦 𝐶. 

Usando  𝑥 = 1, 𝐴 = 6  𝑦  𝐶 = 9  producen 

 

 

 

 

 

 

 

6 = 𝐴(1) + 0 + 0 

𝐴 = 6. 

5 − 20 + 6 = 0 + 0 − 𝐶 

𝐶 = 9. 



 

Así, sigue que  

 

 

 

 

 

 

 

Intentar verificar este resultado derivando. Incluir álgebra en la verificación, 

simplificando la derivada hasta que haya obtenido el integrando original. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  CONCLUSIÓN  

 

En resumen, las técnicas de integración como la integración por 

partes, las fracciones por partes y las sustituciones trigonométricas 

son herramientas valiosas para abordar integrales más complejas y 

resolver problemas difíciles en matemáticas y otros campos. Estas 

técnicas requieren práctica y una comprensión de las matemáticas 

subyacentes. Sin embargo, una vez que se domina, proporciona 

métodos poderosos para calcular integrales que antes se consideraban 

inaccesibles.  

 

Tenga en cuenta que estas técnicas son solo un punto de partida y hay 

muchas otras técnicas y métodos a considerar dentro del área más 

amplia de integración. La práctica continua y la exposición a una 

variedad de problemas integrales profundizarán su comprensión y 

fortalecerán sus habilidades en esta importante área de las 

matemáticas. 
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