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4.4 SERIE DE POTENCIAS 
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SERIES DE POTENCIAS 

 

En el tema de polinomios de Taylor y aproximación, se presentó el concepto de 

aproximación de las funciones por medio de polinomios de Taylor. Por ejemplo, la 

función f(x) = ex puede ser aproximada por sus polinomios de Maclaurin como sigue. 

 

En ese tema, se vio que la aproximación es tanto mejor cuanto mayor es el grado 

del polinomio. 

En este tema se verá que varios tipos importantes de funciones, incluyendo:  

f(x) = ex 

pueden ser representadas exactamente por medio de una serie infinita llamada 

serie de potencias. Por ejemplo, la representación de serie de potencias para ex 

es: 

 

Para cada número real x puede mostrarse que la serie infinita a la derecha converge 

al número ex. Sin embargo, antes de hacer esto se tratan algunos resultados 

preliminares relacionados con series de potencias, empezando con la definición 

siguiente. 

Definición de series de potencias 

Si x es una variable, entonces una serie infinita de la forma:  



Se llama serie de potencias. De manera más general, una serie infinita de la 

forma: 

 

Se llama serie de potencias centrada en c, donde c es una constante. 

 

NOTA: Para simplificar la notación para series de potencias, se establece que (x – 

c)0 = 1, aun cuando x = c. 

EJEMPLO 1     Series de potencias 

a) La serie de potencias siguiente está centrada en 0. 

 

b) La serie de potencias siguiente está centrada en – 1. 

 

c) La serie de potencias siguiente está centrada en 1. 

 

Radio e intervalo de convergencia 

Una serie de potencias en x puede verse como una función de x 

Donde el dominio de f es el conjunto de todas las x para que la serie de potencias 

converge. La determinación del dominio de una serie de potencias es la 

preocupación prima en este tema. Claro está que, cada serie de potencias converge 

en su centro c porque: 



Así, c siempre queda en el dominio de f. El importante teorema siguiente establece 

que el dominio de una serie de potencias puede tomar tres formas básicas: un solo 

punto, un intervalo centrado en c, o toda la recta real, como se muestra a 

continuación: 

El dominio de una serie de potencias tiene sólo tres formas básicas: un solo punto, 

un intervalo centrado en c, o toda la recta real. 

TEOREMA 9.20    Convergencia de una serie de potencias 

Para una serie de potencias centrada en c, exactamente una de las siguientes 

afirmaciones es verdadera. 

1. La serie converge sólo en c. 

2. Existe un número real R > 0 tal que la serie converge absolutamente para [x – 

c] < R, y diverge para [x – c] > R. 

3. La serie converge absolutamente para todo x. 

El número R es el radio de convergencia de la serie de potencias. Si la serie 

sólo converge en c, el radio de convergencia es R = 0, y si la serie converge para 

todo x, el radio de convergencia es R = ∞. El conjunto de todos los valores de x 

para los cuales la serie de potencias converge es el intervalo de convergencia 

de la serie de potencias. 

 

EJEMPLO 2     Hallar el radio de convergencia  

Hallar el radio de convergencia de  



Solución     Para x = 0, se obtiene: 

Para cualquier valor fijo de x tal que [x] > 0, sea un = n!xn. Entonces: 

Por consiguiente, por el criterio del cociente, la serie diverge para [x] > 0 y sólo 

converge en su centro, 0. Por tanto, el radio de convergencia es R = 0. 

EJEMPLO 3     Hallar el radio de convergencia  

Hallar el radio de convergencia de  

Solución     Para x ≠ 2, sea un = 3(x – 2)n. Entonces: 

Por el criterio del cociente, la serie converge si [x – 2] < 1 y diverge si [x – 2] > 1. 

Por consiguiente, el radio de convergencia de la serie es R = 1. 

EJEMPLO 4     Hallar el radio de convergencia  

Hallar el radio de convergencia de  

Solución     Para un = (-1)nx2n+1/(2n+1)! Entonces: 

Para cualquier valor fijo x, este límite es 0. Por el criterio del cociente, la serie 

converge para todo x. Por consiguiente, el radio de convergencia de R = ∞. 

 



CONVERGENCIA EN LOS PUNTOS TERMINALES 

Note que para una serie de potencias cuyo radio de convergencia es un número 

finito R, el teorema 9.20 no dice nada sobre la convergencia en los puntos 

terminales del intervalo de convergencia. Cada punto terminal debe analizarse 

separadamente respecto a convergencia o divergencia. Como resultado, el intervalo 

de convergencia de una serie de potencias puede tomar cualquiera de las seis 

formas mostradas en la figura 9.18. 

 

EJEMPLO 5 Hallar el intervalo de convergencia 

Hallar el intervalo de convergencia de  

Solución 

Haciendo                       se tiene que 

 

Por tanto, por el criterio del cociente, el radio de convergencia es R=1.Y como la 

serie es centrada en 0, converge en el intervalo (-1.1). Sin embargo, este intervalo 

no es necesariamente el intervalo de convergencia. Para determinar el intervalo 



se debe analizar la convergencia en cada uno de sus puntos terminales. Cuando 

x=1, se obtiene la serie armónica divergente 

 

Cuando x= -1, se obtiene la serie armónica alternada o alternamente convergente 

 

Por tanto, el intervalo de convergencia para la serie es [-1.1], como se muestra en 

la figura 9-19. 

 

 

EJEMPLO 6 Hallar el intervalo de convergencia 

Hallar el intervalo de convergencia de  

 

Solución  

Haciendo                                              se obtiene 



 

Por el criterio del cociente, la serie si                                                   Por tanto, el 

radio de convergencia es R=2. Como la serie esta centrada en x= -1, converge en 

el intervalo (-3,1). Además, en los puntos terminales se tiene 

 

y 

 

ambos divergen. Por tanto, el intervalo de convergencia es (-3, 1), como se muestra 

en la figura 9.20. 

EJEMPLO 7 Hallar el intervalo de convergencia 

Hallar el intervalo de convergencia de 

 

Solución  

Haciendo                       se obtiene 



 

Por tanto, el radio de convergencia es R=1. Como la serie es centrada en x=0, 

converge en el intervalo (-1,1). Cuando x=1, se obtiene La serie p convergente 

 

Cuando x= -1. Se obtiene la serie alternada convergente 

 

Por consiguiente, el intervalo de convergencia para la serie dada es [-1,1]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



DERIVACIÓN E INTEGRACIÓN DE SERIES DE POTENCIAS 

La representación de funciones mediante series de potencias ha jugado un papel 

importante en el desarrollo del cálculo. De hecho, mucho del trabajo de Newton con 

derivación e integración fue realizado en el contexto de las series de potencias 

especialmente su trabajo con funciones algebraicas complicadas y con funciones 

trascendentes. Euler, Lagrange, Leibniz y Bernoullis usaron ampliamente las series 

de potencias en cálculo 

Una vez que se ha definido una función comuna serie de potencias, es natural 

preguntarse cómo se pueden determinar las características de la función. ¿Es 

continua? ¿Derivable? El teorema 9.21, el cual se establece sin la demostración, 

contesta estas preguntas. 

Teorema 9.21 Propiedades de las funciones definidas mediante 

series de potencias 

Si la función dada por 

 

tiene un radio de convergencia de R >0, entonces, en el intervalo (c-R, c+R), f es 

derivable (y por consiguiente continua). Además, la derivada y la primitiva o 

antiderivada de f son como sigue,  

 

El radio de convergencia de la serie obtenida mediante la derivación o integración 

de una serie de potencias es el mismo que l de la serie de potencias original. Sin 

embargo, el intervalo de convergencia puede diferir como resultado del 

comportamiento en los puntos terminales. 



El teorema 9.21 establece que, en muchos aspectos, una función definida mediante 

una serie de potencias se comporta como un polinomio. Es continua en su intervalo 

de convergencia, tanto su derivada como su antiderivada o primitiva pueden ser 

determinadas derivando e integrando cada termino de la serie de potencias dadas. 

Por ejemplo, la derivada de la serie de potencias 

 

es 

 

Nótese que f´(x)=f(x). ¿Reconoce esta función? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Ejemplo 8   Intervalos de convergencia de f(x), f´(x) e ∫ f(x) dx 

Considerar la función dada por: 

 

Calcular los intervalos de convergencia para cada una de las siguientes 

expresiones. 

a) ∫ 𝒇(𝒙) dx                                        b) f(x)                                             c) f´(x) 

Solución     Por el teorema 9.21, se tiene  

 

Por el criterio del cociente, se puede demostrar que cada serie tiene un radio de 

convergencia R = 1. Considerando el intervalo (-1, 1), se tiene lo siguiente. 

a) Para ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥, la serie 

              

   converge para 𝑥 =  ±1, y su intervalo de convergencia es [ -1, 1 ]. 

b) Para 𝑓(𝑥), la serie 

 



Converge para 𝑥 =  −1 y diverge para 𝑥 = 1. Por tanto, su intervalo de 

convergencia es [ -1, 1). 

 

c) Para 𝑓´(𝑥), la serie 

    
Diverge para 𝑥 =  ±1, y su intervalo de convergencia es (-1,1). 

    

     En el ejemplo 8 parece que, de las tres series, la de la derivada 𝑓(𝑥), es la que 

tiene menor posibilidad de converger en los puntos terminales. De hecho, puede 

mostrarse que si la serie de 𝑓´(𝑥) converge en los puntos terminales 𝑥 = 𝑐 ± 𝑅, la 

serie de 𝑓(𝑥) también converge en ellos. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Sección 9.9   Representación de funciones en serie de potencias 

 

Series geométricas de potencias 

Considerar la función dada por 𝑓(𝑥) =
1

1−𝑥
. La forma de 𝑓 se parece mucho a la 

suma de una serie geométrica  

 

 

En otros términos, si se toma 𝑎 = 1  𝑦  𝑟 = 𝑥, una representación de 1 / (1-x), en 

forma de una serie de potencias centrada en 0, es 

 

Naturalmente, esta serie representa 𝑓(𝑥) = 1 /(1 − 𝑥) sólo en el intervalo (-1,1), 

mientras que 𝑓 está definida para todo 𝑥 ≠ 1, como se muestra en la figura 9.22. 

Para representar 𝑓 en otro intervalo, se debe desarrollar otra serie diferente. Por 

ejemplo, para obtener la serie de potencias centrada en -1, se podría escribir 

 

Lo cual implica que 𝑎 =
1

2
 𝑦 𝑟 = (𝑥 + 1)/2. Así, para |x+1|<2, se tiene 

 

La cual converge en el intervalo (-3, 1) 



 

 

Ejemplo 1      Hallar una serie geométrica de potencias centrada en 

0. 

Hallar una serie de potencias para 𝑓(𝑥) =
4

𝑥+2
, centrada en 0. 

Solución        Escribiendo 𝑓(𝑥) en la forma 𝑎/(1 − 𝑟) se obtiene  

 

Lo cual implica que 𝑎 = 2 𝑦 𝑟 = −𝑥/2. Por tanto, la serie de potencias para 𝑓(𝑥) es 

 

Esta serie de potencias converge cuando  



 

Lo cual implica que el intervalo de convergencia es (-2,2) 

      Otra manera de determinar una serie de potencias para una función racional 

como la del ejemplo 1 es usar la división larga. Por ejemplo, dividiendo 2 + x en 4 

se obtiene el siguiente resultado  

 

Ejemplo 2   Hallar una serie geométrica de potencias centrada en 1 

Hallar una serie de potencias para 𝑓(𝑥) =  
1

𝑥
, centrada en 1 

Solución    Escribiendo 𝑓(𝑥) en la forma 𝑎/(1 − 𝑟) se obtiene 

 

Lo cual implica que 𝑎 = 1 𝑦 𝑟 = 1 − 𝑥 =  −(𝑥 − 1). Por tanto, la serie de potencias 

para 𝑓(𝑥) es 



 

Esta serie de potencias converge cuando  

 

Lo cual implica que el intervalo de convergencia es (0,2). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



OPERACIONES CON SERIES DE POTENCIAS 

La versatilidad de las series geométricas de potencias se mostrará más adelante en 

esta sección, después de una discusión acerca de las operaciones con series de 

potencias. Estas operaciones, usadas con la derivación y la integración, 

proporcionan un medio para desarrollar series de potencias para una gran variedad 

de funciones elementales. (Por simplicidad, las propiedades siguientes se enuncian 

para una serie centrada en 0). 

Operaciones con series de potencias 

 

 

 

 

 

 

 

Las operaciones descritas pueden modificar el intervalo de convergencia de la serie 

resultante. Por ejemplo, en la suma siguiente, el intervalo de convergencia de la 

suma es la intersección de los intervalos de convergencia de las dos series 

originales.  

 

 

 

 

EJEMPLO 3: Suma de dos series de potencias 

Hallar una serie de potencias, centrada en 0, para  

 

Solución:  

Usando las fracciones parciales, se puede escribir 𝑓(𝑥) como  

 

 

 



Sumando las dos series geométricas de potencias. 

 

 

 

 

Se obtiene la serie de potencias siguiente.  

 

 

El intervalo de convergencia para esta serie de potencias es (-1, 1). 

 

EJEMPLO 4: Hallar una serie de potencias mediante integración 

Hallar una serie de potencias 𝑓(𝑥) = In 𝑥, centrada en 1. 

Solución: 

Por el ejemplo 2, se sabe que:                                        Intervalo de convergencia: 

(0, 2). 

 

Integrando esta serie se obtiene:  

 

 

Haciendo 𝑥 = 1, se concluye, 𝑐 = 0. Por consiguiente, 

 

 

 

 

Note que la serie converge en 𝑥 = 2. Esto es consistente con la observación hecha 

en la sección precedente de que la integración de una serie de potencias puede 

alterar la convergencia en los puntos terminales del intervalo de convergencia.  

 

 



EJEMPLO 5: Hallar una serie de potencias mediante integración 

Hallar una serie de potencias para 𝑔(𝑥) = arctan 𝑥, centrado en 0. 

Solución: 

Como                                              , puede usarse la serie 

 

 

 

Sustituyendo 𝑥2 para 𝑥 se obtiene 

 

 

 

Por último, integrando, se obtiene 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Puede mostrarse que la serie de potencias desarrollada para arctan 𝑥 en el ejemplo 

5 también converge (𝑎 arctan 𝑥) para 𝑥 =  ±1. Por ejemplo, cuando 𝑥 = 1, puede 

escribirse 

 

 

 



Sin embargo, esta serie (desarrollada por James Gregory en 1671) no proporciona 

una manera práctica de aproximar π debido a que converge tan lentamente que se 

necesitarían cientos de términos para obtener una precisión razonable. El ejemplo 

6 muestra cómo usar dos series diferentes de arctangente para obtener una 

aproximación muy buena de π usando unos cuantos términos. Esta aproximación 

fue desarrollada por John Machin en 1706.  

 

EJEMPLO 6: Aproximación a π mediante una serie 

Usar la identidad trigonométrica 

 

 

Solución: 

Al usar sólo cinco términos de cada una de las series para el arcta y arctan (1/239), 

se obtiene  

 

 

 

Lo cual coincide con el valor exacto de π con un error menor que 0.0000001. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



PROBLEMARIO 

∑ 𝒂𝒏(𝒙 − 𝑪)𝒏

∞

𝒏=𝟎

= 𝒂𝟎(𝒙 − 𝒄)𝟎 + 𝒂𝟐(𝒙 − 𝑳)𝟐 + ⋯ 

¿Para qué valores x la serie                                    conv? 

∑
(𝒙 − 𝟑)𝒏

𝒏

∞

𝒏=𝟏

 

 

Solución  

𝒂𝒏 =
(𝒙 − 𝟑)𝒏

𝒏
 

Entonces: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑎𝑛 + 1

𝑎𝑛
| = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
|
(𝑥 − 3)𝑛+1

𝑛 + 1
⋅

𝑛

(𝑥 − 3)𝑛
| 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑥 − 3)𝑛  ⋅  (𝑥 − 3)  ⋅  𝑛 

(𝑛 + 1) ⋅ (𝑥 − 3)𝑛
 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑛

𝑛 + 1
⋅ (𝑥 − 3)| 

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛

𝑛 + 1
⋅ (𝑥 − 3) = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
 

= 1 ⋅ |𝑥 − 3| = |𝑥 − 3| 

Entonces: 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|
𝑎𝑛 + 1

𝑎𝑛
| < 1 

Así: 

|𝑥 − 3| < 1 <=> −1 < −3 < 1 <=> 2 < 𝑥 < 4 

Extremos: 



𝑥 = 2 ⇒ ∑
(2 − 3)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

= ∑
(−1)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

→ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 

𝑥 = 4 ⇒ ∑
(4 − 3)𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛

∞

𝑛=1

→ 𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒𝑛𝑡𝑒 

𝑅
   = 4 ⇒ ∑

(𝑋 − 3)4

𝑛
→ 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑠𝑖 𝑋 ∈ [2,4[ 
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