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INTRODUCCION

El célculo integral es una parte fundamental del andlisis matematico que se centra en
el estudio de las areas bajo curvas y la acumulacion de cantidades variables. El célculo
Integral, que constituye una herramienta util y practica para abordar situaciones y
problemas que tienen que ver con la variaciéon y la acumulacion de cantidades
variables, ademas de formar parte importante de la estructura de la Matematica como
disciplina cientifica para comprender y resolver problemas relacionados con &reas,
volumenes, velocidades, acumulaciones y mas.




1.1 Mediciones aproximadas de figuras amorfas
Definicion:

Las figuras amorfas, "son aquellas figuras que no tienen forma conocida (no es un
cuadrado, ni triangulo, ni nada de ese estilo), mas bien es una curva o una figura de
muchos lados distintos y "deforme" y su principal finalidad es encontrar en una grafica
dada su area de la parte de adentro de la figura donde se encuentra el punto dado de
la figura amorfa.

La medicion aproximada de figuras amorfas se refiere a una serie de métodos
utilizados para determinar el area o el perimetro de figuras geométricas que no son
triangulos, cuadrados o circulos. Estos métodos son especialmente utiles cuando se
trata de figuras irregulares o sin una forma regular. Permiteme explicarte algunos de
estos métodos:

1.Reticulado:

*Consiste en hacer un reticulado de alguna forma regular (como rectangulos,
cuadrados o trapecios) que cubra aproximadamente la superficie de la figura amorfa.

La precision de la aproximacién del drea obtenida por este método aumenta con la
finura o densidad del reticulado.

2.Area bajo una curva:

*A menudo, necesitamos calcular aproximadamente el drea bajo una curva entre dos
valores limites.

*En lugar de un reticulado cuadrado, podemos trazar franjas rectangulares que cubran
en forma aproximada el area bajo la curva.

«L.a suma de todas estas franjas rectangulares recibe el nombre de suma de Riemann.

La notacién sumatoria es encontrar el valor de la ecuacion dada respecto a un numero
determinado cuando un punto "n" tiende a cualquier numero dado. Existen dos tipos
de notacién sumatoria:

e[.a notacion sumatoria abierta

«La notacién sumatoria pertinente




Cuando se estudia geometria es posible pensar que cada una de las figuras posee una
forma definida, es decir, que posee lados, angulos e incluso perimetros demarcados,
de modo que el objeto se puede identificar con facilidad como el cuadrado, el circulo,
el tridngulo y demaés. Sin embargo, no todas las figuras poseen estas caracteristicas,
puesto que hay algunas que poseen un aspecto extrafio, disociado y con medidas
variables, estas son las denominadas figuras amorfas.

Una figura amorfa es una figura o cuerpo que no tiene una forma regular o bien
definida, en ese sentido, el término amorfo proviene del griego ‘4morphos’, el cual
significa ‘sin forma’. De esta manera, es posible que una figura amorfa sea el resultado
de la deformacion o la fusion de otras figuras geométricas, aunque también puede ser
una representacion de un objeto natural que no sigue un patron simétrico o repetitivo.

Las figuras amorfas poseen caracteristicas muy diferentes a las de una figura
geométrica, pues estas no poseen muchos de los elementos distintivos de la
geometria debido a que, en si, estos cuerpos no cuentan con una forma definida.

*No tienen vértices, aristas ni caras, como si ocurre en los casos de los poligonos o
los poliedros.

Las figuras amorfas no cuentan con ejes de simetria, ni puntos ni planos de simetria,
como las figuras regulares.

*No es posible identificar un centro ni un radio definidos, como las figuras circulares.

*No tienen un perimetro ni un area exactos, sino que se pueden aproximar mediante
métodos numeéricos o geométricos.

*Tampoco cuentan con un volumen ni una superficie exactos, sino que se pueden
aproximar mediante métodos numéricos o geomeétricos.

;Como se lleva a cabo el célculo aproximado del area de una figura amorfa?

Si se quiere hacer el célculo aproximado del area de una figura amorfa, es posible
llevar a cabo tres diferentes métodos, cada uno de ellos usan elementos matematicos,
ademads se apoyan en otros cuerpos geométricos.

El método del reticulado, el cual, consiste en dividir la figura en un conjunto de
cuadrados o rectangulos iguales o distintos y sumar el area de cada uno de ellos.




Cuanto mas pequefios sean los cuadrados o rectangulos, mas precisa sera la
aproximacion.

El método del trapecio, en el que se requiere dividir la figura en un conjunto de
trapecios iguales o distintos y sumar el area de cada uno de ellos. Este método se
suele aplicar cuando la figura esta limitada por una curva y dos rectas paralelas.

El método del agotamiento se trata de un proceso en el que se busca inscribir o
circunscribir la figura en un conjunto de poligonos regulares cada vez mas grandes o
pequerios y calcular el drea de cada uno de ellos. Se reserva para momentos en los
que se trabaja con una figura que tiene forma circular o eliptica.

Férmula para calcular el drea de una figura amorfa

No existe una féormula unica para calcular el drea de una figura amorfa, como en el
caso de las geométricas, donde &rea es igual a base por altura. Por el contrario, en
este caso se debe elegir el método mas adecuado segun la forma y las caracteristicas
del cuerpo con el que se trabaja. Sin embargo, se puede expresar el area aproximada
de una figura amorfa como la suma de las areas de las figuras que la componen.

Lo cual se representa con los simbolos: A = Yi=1n ai Donde A es el drea aproximada
de la figura amorfa, la 'n' es el numero de figuras que la forman y ai es el area de cada
una de ellas. Esto aplica para cada uno de los tres procesos en donde se busca medir
el area o el perimetro de una figura amorfa. De modo que al inicio de la operacion
debes verificar el cuerpo de la figura y escoger entre el método del reticulado, el
método del trapecio o el método del agotamiento. Estos procesos consisten en dividir
la figura en un conjunto de figuras mas simples cuyo area o perimetro se conoce o se
puede calcular con otros datos.

Luego, se suma el area o el perimetro de cada una de ellas, es importante destacar
que cuanto mas pequefias sean las figuras que forman el conjunto, mas precisa sera
la aproximacion. En si, los métodos dicen lo mismo, lo que cambia es el conjunto de
formas que se crean en el interior de la figura amorfa.




La figura 2 muestra una figura amorfa, cuyo contorno es semejante a las piedras de la
imagen 1. Para calcular su area se la coloca sobre un reticulado con cuadrados
principales de 2 x 2 unidades al cuadrado (por ejemplo, pueden ser de 2 cm?).

Bfeay a:13 b:20 c:8|
o d:7 e:29
' f:4 g:5
9 h:18 i:26
ji*k:S

Y como cada cuadrado estda subdividido en 5 x 5 subdivisiones, entonces cada
subdivision tiene un area de 0,4 x 0,4 unidades al cuadrado ( 0,16 cm?).

El area de la figura se calcularia asi:

Puede servirte:  Estadistica inferencial: historia, caracteristicas, para qué sirve,
ejemplos

Area=6x2cm?+ (13+20+8+7+29+4+5+ 18+ 26 + 5)x 0,16 cm?
Es decir:

Area =12 cm? + 135 x 0,16 cm? = 33,6 cm?,

Ejercicio resuelto

Calcular aproximadamente el drea bajo la curva dada por la funcion f(x) = x2 entre a
= -2 hasta b = +2. Para ello escribir primero la suma para n particiones regulares del
intervalo [a, b] y luego tomar el limite matematico para el caso que el numero de
particiones tienda a infinito.

Solucion:
En primer lugar, se define el intervalo de las particiones como
Ax = (b —a)/n.

Luego la suma por la derecha correspondiente a la funcion f(x) queda asi:




S(f,;n)=\sum_{i=1}n}(a+i\Delta x)\Delta xSe sustituye a=-2 y b=+2 de modo que
el intervalo o paso sea Ax = 4/n. En tal caso la sumatoria para la funcion f(x) = x2 es:

S(fn)=\sum_{i=1}Mn}\left [-2 +i\left (\frac{4}{n} \right ) \right ]M2}\left (\frac{4}{n}
\right ) Se desarrolla el binomio cuadrado:

[-2 +(4i/n)]2=4-161/n + (4/n)2 i2

Y luego se sustituye en la sumatoria:

S(fn)=\sum_{i=1}Mn}\left [\frac{16}{n} -\frac{64i}{n*{2}}+\frac{64i*{2}}{n"{3}}

\right |Separando las sumatorias y sacando las cantidades constantes como factor
comun de cada suma se obtiene:

S(fn)=\frac{16}{n}\sum_{i=1}n}1-\frac{64{n™2}}\sum_{i=1}{n}i
+\frac{64}{n"{3}}\sum_{i=1}{n}i {2} La primera de las sumatoria da n, la segunda
es:

\sum_{i=1}n}i = n(n+1)/2
Y la tercera resulta:

\sum_{i=1}n}i™{2} = n(n+1)(2n+1))/6Sustituyendo en la expresién de la sumatoria
se tiene:

S(f, ) = 16 — 64(n+1)/2n + 64(n+1)(2n+1)/6n2

Al escoger un valor grande para n se tiene una buena aproximacioén al drea bajo la
curva. Sin embargo, en este caso es posible conseguir el valor exacto tomando el
limite matematico cuando n tienda a infinito:

Area = limn->[16 — 64(n+1)/2n + 64(n+1)(2n+1)/6n2]
Area = 16 — (64/2)+ (64/3) = 16/3 = 5,333.

1.2 Integral definida




La integral definida es una operacion matematica que surge del célculo, una rama de
las matematicas. En términos simples, la integral definida de una funcién en un
intervalo especifico se puede interpretar como el drea bajo la curva de la funcién en
ese intervalo.

La notacion para la integral definida de una funcion
f(x)
en un intervalo

[a,b]

€S

f; f(x)dx.

Aqui,
f(x)

es la funcién que deseas integrar, y

son los limites inferior y superior de la integral, respectivamente.

Las sumas de Riemann son una forma de aproximar el valor de una integral
definida. Imagina que divides el area bajo la curva en un numero de rectangulos
delgados. Si sumas el area de estos rectangulos, obtienes una aproximacién del area
total bajo la curva. A medida que el numero de rectdngulos se acerca al infinito, la
suma de Riemann se acerca al valor exacto de la integral definida.

La integral definida tiene varias propiedades utiles:

» Linealidad: La integral de la suma de dos funciones es igual a la suma de las
integrales de las funciones individuales. Es decir,

f:[f(x) +g(x)dx = fff(x)dx + f;g(x)dx.




- Integral de una constante: La integral de una constante
k
sobre un intervalo
[a,b]

es igual a la constante multiplicada por la longitud del intervalo. Es decir,

[7 kdx = k(b — a).

« Integral del inverso de una funcién: Si
f(x)>0
en el intervalo
[a,b]

, entonces

j% dx=1In| f(b) | —In| f(a) I.

El teorema fundamental del calculo establece una conexion profunda entre la
integral definida y la antiderivada de una funcioén. Si

F(x)

es una antiderivada de
f(x)

(es decir,

F'(x)=f(x)

), entonces

[} f() dx = F(b) — F(a).

Este teorema es la base para muchas técnicas de integracion.




La integral definida tiene numerosas aplicaciones en diversas d&reas de las
matematicas y la fisica, incluyendo el célculo de areas y volumenes, el célculo de
trabajo realizado por una fuerza, el céalculo de masa, centro de masa e inercia, y el
calculo de probabilidades en estadistica.

Existen varios métodos para evaluar integrales definidas, incluyendo la integracion
directa, la integracién por partes, la sustitucion trigonométrica o algebraica, la
descomposicion en fracciones parciales (en el caso de funciones racionales), y el uso
de tablas de integrales.

Finalmente, es importante mencionar que la integral definida también puede
calcularse en intervalos infinitos o semi-infinitos. Esto se conoce como una integral
impropia y requiere técnicas especiales para su evaluacion.

Dominar la integral definida es crucial para diversas areas de las matematicas y la
fisica, ya que te permite modelar y resolver problemas del mundo real mediante la
interpretaciéon geométrica y analitica del area bajo las curvas. Espero que esta
explicacion te ayude a entender mejor la integral definida. Si tienes méas preguntas,
no dudes en preguntar.

Ejemplo

Calcula la integral definida:

2
/.i:':'} - dx
1

y representa geométricamente el resultado.

Calculamos la integral:

2 o
e
3 1
r dr = —
/ 4
1

Ahora evaluamos:




Este resultado representa el area bajo la curva ¥ = ¥ desde = = 1 hasta 2y
sobre el eje x. El célculo de esta integral definida tamblen se puede realizar ut111zando
la definiciédn:

i]
'/’Ifll.i'_] cdr = 111*1%L Z flx;)

=1

La integral definida esta definida como un limite. Este limite puede calcularse con las
formulas de integracion inmediata. Para calcular el valor de la integral definida




evaluamos primero el limite superior y después el limite inferior. La diferencia entre
estos valores es el valor de la integral definida.

Ejemplo

Calcula la integral definida:

y representa geométricamente el resultado.

Calculamos la integral:

2 o
A=
3 L
r -dr = —
/ 41
1

Ahora evaluamos:

Este resultado representa el area bajo la curva ¥ = -f':'}, desde r =l hastax =2y
sobre el eje x. El calculo de esta integral definida también se puede realizar utilizando
la definicién:

i=1

fr
n
i)




Ejemplo

Calcula la siguiente integral definida:

a
/r_'r' . dx
2

La integral da:

a0

/F_'?' cdr = —e 7,

]

Interpreta geométricamente este resultado




1.3 SUMAS DE RIEMANN.

Definicion:

La suma de Riemann es una técnica que se utiliza para estimar el area bajo una
curva mediante la subdivision del area en rectangulos mas pequefios. Consideremos
una funcién f(x) definida en un intervalo [a,b]. La suma de Riemann se puede
aproximar mediante la siguiente formula:

n
S = Zf(x) 'Axi
i=1

Donde:
n es el numero de subdivisiones del intervalo.
xi son puntos de la particién.

Axi es la longitud de cada subintervalo.

Proceso de aproximacion:

Se divide el intervalo [a,b] en n subintervalos de igual longitud A, = bma

Se selecciona un punto x; en cada subintervalo.
Se evalua la funcion f(x;) en cada punto seleccionado.
Se multiplica f(x;) por la longitud del subintervalo Ax;

Se suman todos estos productos para obtener la aproximacion de la integral.

Convergencia:

A medida que n tiende a infinito y la longitud de los subintervalos tiende a cero,
la suma de Riemann converge hacia el valor exacto de la integral definida.

Interpretacion geométrica:




La suma de Riemann representa la suma de areas de rectangulos debajo de la
curva. A medida que n aumenta, la aproximaciéon se vuelve mas precisa y se acerca
al area real bajo la curva.

Importancia en el calculo integral:

La suma de Riemann es esencial para comprender y calcular integrales
definidas. Ademas, es la base para conceptos més avanzados, como las integrales
impropias y la teoria de la medida, por lo que a continuacién se enumeran algunas de
las causas por las que es tan importante en el calculo integral.

1. Definicion Rigurosa de la Integral Definida: La suma de Riemann proporciona
una forma rigurosa de definir la integral definida. Al considerar la convergencia de la
suma de Riemann cuando el numero de subintervalos n tiende a infinito, se obtiene
una definicion precisa de la integral definida como limite de sumas de Riemann.

2. Conexion con el Area bajo la Curva: La suma de Riemann permite aproximar
el area bajo una curva, que es una aplicacién crucial en problemas del mundo real.
Por ejemplo, en fisica, puede representar la acumulaciéon de cantidades como
velocidad, masa o flujo a lo largo de un intervalo de tiempo.

3. Aplicacion en Problemas de Fisica e Ingenieria: En disciplinas como la fisica
y la ingenieria, la suma de Riemann se utiliza para modelar y resolver problemas
relacionados con la acumulacion de cantidades, como la velocidad para calcular
distancia recorrida o la densidad para calcular masa.

4. Teorema Fundamental del Calculo: El Teorema Fundamental del Calculo
establece una conexién profunda entre derivadas e integrales. La suma de Riemann
proporciona la base para la comprension de este teorema, que es esencial en el
andlisis matematico y tiene amplias aplicaciones en ciencias y ingenieria.

5. Desarrollo de Métodos Numéricos: La suma de Riemann ha llevado al
desarrollo de métodos numéricos para aproximar integrales definidas. Estos métodos,
como la regla del trapecio o la regla de Simpson, se basan en la idea de dividir el
intervalo en subintervalos y aproximar el drea mediante polinomios interpoladores.

6. Generalizacion a Integrales Multiples: El concepto de suma de Riemann se
generaliza a integrales multiples, lo que es fundamental en célculo de varias variables




y en campos como la fisica tedrica y la estadistica, donde se manejan funciones de
varias variables.

7. Fundamento para Otras Teorias Matematicas: La suma de Riemann es un
paso crucial hacia la comprension de conceptos mas avanzados en matematicas,
como la teoria de la medida y la integracion estocastica. Ademas, establece la base
para el desarrollo de la teoria de funciones reales y anéalisis matematico.




EJEMPLO

Calcula en intervalo sobre el eje x de la
gréafica de la funcion.

INTERVALO =2-0=2

Calcula el ancho de cada rectangulo.

2
Axi= § == 025

Determina los valores de los extremos
derechos de cada rectangulo.

N w I~ o D ~J oo O
4 $ . 4 I : 4 i : i 4 : I f : 4
T T T T T T T T T + T T T T

x=0.25,0.50, 0.75, 1, 1.25, 1.5, 1.75 y 2.

Calcula la altura de cada rectangulo.

foy = x°

flo25) = (0.25)3 = 0.015625
fios = (0.5)% =0.125
fos) = (0.75)% = 0.421875
fo=@*=1
fazsy = (1.25)% = 1.953125

fa7s) = (1.75)3 = 5.359375

foy= (2°=38




Calcula el area de cada rectangulo

A=(base)(altura)

A, = (0.25)(0.015625) = 0.00390625
A, = (0.5)(0.125) = 0.0625
As = (0.75)(0.421875) = 0.31640625
A, =M =1
As = (1.25)(1.953125) = 2.44140625
A = (1.5)(3.375) = 5.0625
A, = (1.75)(5.359375) = 9.37890625
Ag=(2)(8) =16

Calcula la suma de las areas de los rectangulos.

Ar = 0.00390625 + 0.0625 + 0.31640625 + 1 + 2.44140625 + 5.0625
+ 9.37890625 + 16

A = 34.265625




1.8 Teorema del valor medio

El teorema del valor intermedio describe una propiedad fundamental de las funciones
continuas: si f es una funcion continua en el intervalo [a, 0], entonces alcanzard
cualquier valor entre f{a)y f{(b) en el intervalo.

Mas formalmente, significa que para cualquier valor L entre f{a)y f{b), existe un valor ¢
en [a, b] tal que f{c)=L

Este teorema tiene mucho sentido cuando consideramos el hecho de que dibujamos
las graficas de las funciones continuas sin levantar el lapiz. Si sabemos que la grafica

pasa por los puntos (aq, f{a)) y (b, f(b))

(b, £(b))
®

~




Este teorema es importante porque asegura que una funcién continua en un intervalo
cerrado alcanza su valor promedio al menos en un punto.

Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b], existe un numero c en este intervalo
tal que

h
1O)b - a) = Lf(x]dx
Demostracion:

Primer caso: Si f es constante en el intervalo [a, b] el resultado es trivial puesto que c
puede ser cualquier punto.

Segundo caso: Si f no es constante en [a, b] elegimos m y M como el menor y mayor
valor que toma f en el intervalo. Dado que m £ f(x) £ M " x  [a, b] por el teorema de
conservaciéon de desigualdades.Aplicando propiedades:

B e <1 ) dus
m(b - a) M(b - a) *"“**“entonces m “pmala 0T
Dado que f es continua el teorema del valor intermedio asegura que f alcanza cada
valor entre su minimo y su maximo. Por lo tanto permite deducir que debe alcanzar

" en alguin punto c del intervalo. [a, b]. Queda demostrado que existe

1— i HO)0E
algun c tal que f(c) = -2l 00"

el valor 7/

Interpretacion grafica del teorema para una funcién positiva:

'5" s '!." rs
W= 1) ¥ =)

| —

T
L 4

h 1 2 C

rectangulo inscripto (area menor rectangulo del valor medio (area

que la de la region) igual que la de la region)

h h
Lmdx= mib- a) Iaf(x)dx




boox

b
rectangulo circunscripto (area mayor que la de la region) k"@-H®-2

El valor de ¢ no es necesariamente unico. Este teorema no especifica como
determinar c. Solamente garantiza la existencia de algun numero c en el intervalo.
Permite una interpretacion interesante para el caso en que f es no negativa en [a, b].
En este caso L)% es el area bajo la grafica de fentre a y b. El teorema asegura que
existe un valor c del intervalo al que esta asociado f{c) que corresponde a la altura del
rectangulo de longitud de la base (b - a) y su area coincide con la de la region.

h

A= [texyox — fo)(b - a)

Y o4
i = 1)

- 4 c

El valor de f{c) hallado segun el teorema del valor medio para integrales coincide con

1 § ¥dx
el valor promedio o medio de una funcién por eso a f{c) = =" “"se lo llama valor
medio de fen el intervalo [a, b].

Ejemplo: halle el valor promedio de f{x) = 3x2 - 2x en el intervalo [1, 4].

Calculamos:

4

forom = 53k 009 = 3, =7 (64-16-1+1)=16




fi) = 3x2 - 2x

|1

L]

[or

1

2

3

M

Sabemos que el drea de la region es igual al &rea del rectangulo cuya altura es el valor
promedio. Se puede observar graficamente.




CONCLUSION

Calculo integral estd conformado por unidades diferentes tienen temas para el
desarrollo de si mismas, es muy importante a ver visto algebra trigonometria y
geometria analitica, calculo diferencial lo cual hace que se comprenda mejor.

Lo anterior conlleva a que el curso de calculo integral, es importante para desarrollo
comprension de otros cursos de mayor nivel como las ecuaciones diferenciales, el
calculo vectorial de los métodos numéricos , la geometria diferencial, etc.
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