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Introduccion

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden constituyen una parte esencial
del panorama matematico aplicado, destacandose por su papel crucial en la
descripcion y analisis de fendomenos dinamicos en diversas disciplinas cientificas. Este
trabajo se centra en el estudio detallado de estas ecuaciones, explorando sus

propiedades fundamentales, métodos de resolucion y aplicaciones practicas.

En el ambito académico y cientifico, el analisis de ecuaciones diferenciales va mas
alld de una mera empresa tedrica; representa una herramienta valiosa para abordar
problemas concretos y complejos. La investigacion se estructura en torno a la revision
de métodos analiticos y numéricos para resolver EDO de primer orden, respaldados
por ejemplos especificos que ilustran la utilidad practica de los conceptos tedricos. Se
abordaran cuestiones clave como la estabilidad y la existencia y unicidad de
soluciones, proporcionando asi un marco completo para la comprension y aplicacién

de estas ecuaciones.

Este estudio tiene como objetivo principal contribuir al conocimiento académico y al
desarrollo de habilidades analiticas, ofreciendo una vision integral de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden y su importancia en la resolucién de

problemas del mundo real.



1.1 Teoria Preliminar

Las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) son ecuaciones que involucran derivadas
de una o mas funciones desconocidas con respecto a una variable independiente.
Cuando solo se involucra la primera derivada, se trata de ecuaciones diferenciales

ordinarias de primer orden.

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden generalmente tiene la forma:

dy
—=f®xy)

donde y es la funcién desconocida y f(X, y) es una funcion dada. La solucion de esta

ecuacion es encontrar una funcién y(x) que satisface la relacion dada.

Algunos conceptos clave en la teoria de EDO de primer orden incluye:

Solucién General y Particular

La solucién general de una EDO incluye todas las posibles soluciones y generalmente
implica la inclusion de una constante arbitraria. La solucion particular se obtiene al
imponer condiciones iniciales o de contorno especificas en la ecuacion, lo que restringe

la constante y proporciona una solucion unica.



Métodos de Resolucion

e Separacion de Variables: Un método comun implica reorganizar la ecuacion para
tener todas las y-dependientes en un lado y todas las x-dependientes en el
otro. Luego se integran ambos lados.

e Factor Integrante: En ciertos casos, se utiliza un factor integrante para simplificar

la forma de la ecuacién, convirtiéndola en una forma mas facil de integrar.

Existencia y Unicidad de Soluciones

La teoria de ecuaciones diferenciales aborda la existencia y unicidad de soluciones. Es
crucial verificar las condiciones bajo las cuales se garantiza la existencia de una solucién
y que esta sea unica. Teoremas como el Teorema de Existencia y Unicidad de Picard-

Lindelof son fundamentales en este contexto.

Interpretacion Geométrica

La solucién de una EDO de primer orden puede interpretarse geométricamente como la
construccion de curvas integrales en el plano X y. Cada curva integral representa una

solucion unica.

Aplicaciones

Las EDO de primer orden tienen aplicaciones en diversas disciplinas, como fisica,

biologia,



1.1.1 Definiciones (Ecuacion diferencial, orden,
grado, linealidad)

Las expresiones "diferencial" y "ecuacién" claramente sugieren la resolucion de
ecuaciones que incluyen derivadas. No obstante, antes de emprender la resolucion de
cualquier ecuacion, es esencial familiarizarnos con las definiciones basicas y la

terminologia asociada a este campo.

La derivada dy/dx de una funcién y= ®(X) representa en si misma otra funcion g'(x)

. e . . 2
que se encuentra mediante una regla especifica. Por ejemplo, la funcion y = e¥1x" gg

diferenciable sobre el intervalo (—o0, ©0), y su derivada es dy/dx = 0. 2xe%1% g

2 ]
reemplazamos el 1*" por el simbolo y, obtenemos

dy
dr 0.2xy

Ahora, imagina que un amigo te presenta Unicamente la ecuacion diferencial de la
expresion (1), sin proporcionar informacién sobre como se derivd. Tu amigo te plantea la
pregunta: "¢ Cual es la funcién representada por el simbolo y?" De repente, te encuentras
ante uno de los desafios fundamentales que se presentan en un curso de ecuaciones
diferenciales: ¢como resolver una ecuacién de este tipo para encontrar la funcién
desconocida y = @ (x)? Este problema es esencialmente equivalente al conocido

desafio del calculo diferencial inverso: dado una derivada, determinar una antiderivada.



Definicion de una Ecuacién Diferencial (ED)

Una ecuacion diferencial se define como una expresion matematica que incluye una
funcioén cuya derivada se desconoce. En términos simples, describe la relaciéon entre una
funciéon y sus tasas de cambio. Estas ecuaciones son esenciales en matematicas
aplicadas y encuentran aplicacion en la modelizacidon de diversos fendmenos cientificos

y de ingenieria.

La forma general de una ecuacioén diferencial (ED) se expresa como:

F(x, vy, y,., y®)=0

4

Aqui, yrepresenta la funcion desconocida de X, y’su primera derivada respecto a X, y’

la segunda derivada, y X, y(") la derivada de orden n. La funcion F describe la relacion

entre la funcién y sus derivadas.

Con el objetivo de referirnos a ellas, debemos clasificar las ecuaciones diferenciales por

tipo, orden y linealidad.

= Clasificacion por tipo.

Si una ecuacion diferencial contiene unicamente derivadas ordinarias de una o mas
variables dependientes con respecto a una sola variable independiente, se dice que es

una ecuacion diferencial ordinaria (EDO). Por ejemplo,



2

Ty _Di6y=0 vy

_ Y dx  dy
dx? dx

—=2x+Yy

dy _ x
dx+5y_e' dt = dt

son ecuaciones diferenciales ordinarias. Una ecuacién en la que se presentan las
derivadas parciales de una o mas variables dependientes de dos o mas variables

independientes se denomina ecuacion diferencial parcial (EDP). Por ejemplo,

o, ot _ o ot _ ot ou u_

axz  ayz "’ axz a2 at y ay ax

Son ecuaciones diferenciales parciales.

» Clasificacion por orden

El orden de una ecuacion diferencial (EDO o EDP) representa el orden de la derivada

mas alta presente en la ecuacion. Por ejemplo,

Segundo orden — Primer orden
—

2 3
I _d%y (ﬂ) A — X
> dx2+5 dx 4y =e

representa una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden. Las ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden se escriben ocasionalmente en la forma
diferencial M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0. Por ejemplo, si suponemos que Yy

representa la variable dependiente en (y — x) dx + 4xdy = 0, entonces



y' = dy/dx, y asi al dividir entre el diferencial dx obtenemos la forma alternativa

4xy' + y= x.

De manera simbdlica, es posible expresar una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo

orden como una variable dependiente empleando la forma general
F(x,y,y,.y™)=0

donde F es una funcién con valores reales de n + 2 variables: x, y, y’, ..., y"™. Tanto por
motivos practicos como tedricos, de aqui en delante debemos suponer que es posible
resolver una ecuacion diferencial ordinaria presentada en la forma (4) unicamente para
la derivada mas alta y™ en términos de las variables n + 1 restantes. La ecuacién

diferencial

d"y , _
dx® fyy,...y®b)

donde F es una funcion continua con valores reales, se denomina forma normal de (4).De

este modo, cuando nos sea Util, debemos utilizar las formas normales

d d? ,
~=fxy) vy S =fxy)y)
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para representar ecuaciones diferenciales generales ordinarias de primero y segundo

orden. Por ejemplo, la forma normal de la ecuacion de primer orden 4xy’ + y=x es

,_x—-)
Y 4x

= Clasificacion por linealidad

Se dice que una ecuacioén diferencial ordinaria de n-ésimo orden (4) es lineal si F es

lineal en y,y’,:., y™. Esto significa que una EDO de n-ésimo orden es lineal cuando

@) es ap()y™ + a, 1 Y™V + - + a; ()Y +a(X)y—g(x) =0 o

dny dn—ly dy
an(x) o T An- 1(x) — Tt 7t a1(x)a +ap(x)y = g(x)

Dos casos especiales de (6) son las ecuaciones diferenciales lineales de primer orden

(n=1) y de segundo orden (n= 2):

d
a1 () 2>+ @@y = g@)

2
ay ()= + a1<x) =+ @@y + ay(1)y = g)
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En la combinacién aditiva del extremo izquierdo de (6) observamos que las dos propie-
dades caracteristicas de una EDO lineal son:

e La variable dependiente y asi como todas sus derivadas y', y",..., y son de primer

grado, es decir, la potencia de cada uno de los términos que involucran ay es I.

e Los coeficientes ay,ay, ...,a, de y,y',...,y"* dependen a lo sumo de la

variable independiente x.

Las ecuaciones siguientes, a su vez,

(/;\‘ l/\'
— + 3

(v —x)dx +4xdy =0, y" =2y +y=0, = 3
' dx’ dx

Sy = ¢,

son ecuaciones diferenciales ordinarias de primero, segundo y tercer orden,
respectivamente. Acabamos de demostrar que la primera ecuacion es lineal en la
variable y al escribirla en la forma alternativa 4xy' +y=x. Una ecuacién diferencial
ordinaria no lineal simplemente es una ecuacién que no es lineal. Las funciones no
lineales de la variable dependiente o de sus derivadas, tales como seny o e', no pueden

aparecer en una ecuacion lineal. Por lo tanto,

¢rmmo no hineal termino no lineal ti¢rmmo no hneal

el coeticiente depende de funcion no lineal de potencia diferente de |

. ‘ dy d'y
', y)y: + 2) 4 — 4+ sen 0, F 0,

dy’ dx’

son ejemplos de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales de primero, segundo y

cuarto orden, respectivamente.
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1.1.2 Soluciones de las ecuaciones diferenciales

Toda funcién @, definida sobre un intervalo | y que posea al menos n derivadas continuas
sobre |, y que al ser sustituida en una ecuacion diferencial ordinaria de n-ésimo orden
reduzca la ecuacion a una identidad, se dice que es una solucion de la ecuacion sobre

el intervalo.

En otras palabras, una solucion de una ecuacién diferencial ordinaria (4) de n-ésimo

orden sera una funcion o que posea al menos n derivadas. Y

F(x,®(x), P (x), ...,P"(x)) =0paratodaxenl

Se dice que o satisface la ecuacién diferencial sobre |. Para nuestros propésitos, también
debemos asumir que una solucion o es una funcién con valores reales. En el analisis

inicial se observo que y=d.1e es una solucién de dy/dx = 0.2xy sobre el intervalo (—oo, o).

En ocasiones resultara conveniente indicar una solucidon mediante el simbolo

alternativo y(x).

= [ntervalo de definicion

No es posible considerar una solucion de una ecuacion diferencial ordinaria sin pensar
al mismo tiempo en un intervalo. El intervalo | de la definicion se denomina de diversas
maneras: intervalo de definicion, intervalo de existencia, intervalo de validez o
dominio de la solucidén y puede ser un intervalo abierto (a, b).un intervalo cerrado [a,

b], un intervalo infinito (a, ), etcétera.
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Ejemplo 1

Compruebe que la funcién sefialada representa una solucion de la ecuacién diferencial

dada, sobre el intervalo (—oo, o).

b) y"—=2y"+y=0;y=0;y=xe

= Solucion

Una forma de verificar que la funcion indicada representa una solucién es revisar,
después de sustituir, si cada extremo de la ecuacion es igual para cada x localizada

dentro del intervalo.

3 3
. dy X X
a) Del extremo izquierdo: — = 4 + — = —
dx 16 4

2 2 3

, A\ 2 3

extremo derecho: xy'* = x +| — = gie— = —

16 4 4

observamos que cada extremo de la ecuacién es igual para todo numero real x. Advierta

que y'2 =x/4 es, por definicion, la raiz cuadrada positiva de x°/16.
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b) A partir de las derivadas y' =xe' + e'y y"=xe' + 2e tenemos para todo niumero

real x,
extremo izquierdo: y™ — 2y' + y = (xe* + 2e*) — 2(xe* + e*) + xe* =0

extremo derecho: 0

Observe también que en el ejemplo 1 cada ecuacion diferencial posee la solucién
constante y = 0,—o0 < x < 0. La solucion a una ecuacion diferencial idéntica a cero

sobre un intervalo | se dice que es una soluciodn trivial.

= Curva de solucion

La grafica de una solucion o de una EDO se denomina curva de solucién. Ya que o es
una funcion diferenciable, sera continua sobre su intervalo | de definicion. De esta forma
puede presentarse una diferencia entre la grafica de la funcion ® y la grafica de la
solucién ®. En otras palabras, el dominio de la funcién o no necesita ser el mismo que

el intervalo | de definicion (o dominio) de la solucion ®.
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1.1.3 Problema de valor inicial

En diversas situaciones, nos vemos confrontados con problemas que requieren
encontrar una solucion y(x) para una ecuacion diferencial, asegurandonos de que dicha
solucion cumpla con condiciones adicionales establecidas. Estas condiciones pueden
ser impuestas tanto sobre la incognita y(x) como sobre sus derivadas. En el analisis que
sigue, nos adentraremos en uno de estos desafios conocido como el problema inicial de

valores.

q5 f(may) y(:z:()) = Yo

Donde x, es el valor inicial de la variable independiente y y, es el valor inicial de la

funcién en ese punto.

Métodos para Resolver Problemas de Valor Inicial:

1. Métodos Analiticos: Algunas ecuaciones diferenciales pueden resolverse
analiticamente utilizando técnicas como separacion de variables, variables

homogéneas o lineales.

2. Métodos Numéricos: Cuando no es posible encontrar una solucién analitica, se
recurre a métodos numéricos como el método de Euler, Runge-Kutta u otros

métodos mas avanzados.

Ejemplo 1:

Consideremos la EDO de primer orden Z—Z = 2x — y con la condicion inicial y(0) = 1.

Resolver este problema implica encontrar la funcidon y (x) que satisface la ecuacién y la

condicidn inicial.
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Ejemplo 2:

Es posible verificar de manera sencilla que y = ce* representa una familia de soluciones
parametrizadas para la ecuacién diferencial de primer orden y'=y, valida en el intervalo
(=20, ») (==, «). Si especificamos una condicion inicial, por ejemplo, y (0) =3y (0) = 3, al
sustituir y = 0y y = 3 en la familia de soluciones, se determina que la constante c es igual

a 3. Por lo tanto, la funcién y = 3e* es una soluciéon del problema de valor inicial.

y'=y,y(0)=3.

Ahora, si exigimos que una solucion de la ecuacion diferencial pase por el punto (1,-2)
(1,-2) en lugar de (0,3) (0,3), entonces y (1) ==2y (1) =2 nos dara —2 = ce® = c. En

consecuencia, la funcion —2 = e*~1. es una solucion del problema de valor inicial.

y'=y,y(1)=-2

Las graficas de estas dos funciones se muestran en la figura 1.9.
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1.1.4 Teorema de existenciay unicidad

El Teorema de Existencia y Unicidad es un resultado importante en el contexto de las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO). Este teorema establece condiciones bajo las
cuales una EDO tiene solucién unica y garantiza que la solucién existe en un intervalo

especifico.

. ., . . d .y
Considerando una ecuacion diferencial de la forma d—y=f(x,y)yRuna region

X

rectangular en el plano XY que contiene al punto (xq,yo) en su interior, definida por

: df . . . .
Si f(x,y)yd—y son funciones continuas en la regidon R, entonces existe un

intervalo Iy centrado en x, contenido en [a,b] y una unica funcion y(x), definida en el

intervalo Iy que es solucién del problema de valor inicial y(xq) = yp.

A

\/ (g, Vo)

Q b

Las ecuaciones diferenciales que consideraremos de aqui en adelante cumpliran con las
condiciones del Teorema de Existencia y Unicidad salvo que se diga lo contrario, sin
embargo, siempre es importante verificar que se cumplan las condiciones antes de

empezar a calcular la solucién de una ecuacién diferencial.
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Ejemplo:
Si consideramos la ecuacion diferencial ordinaria ¥ — / = ! con problema de valor
inicial /(/) = 1, esta ecuacion cumple con las condiciones del teorema de existencia y

unicidad, pues:

Asi, /7. 1) y 7 son funciones continuas en cualquier region /7 del plano .V}, existe un
intervalo /o centrado en o = [ y una Unica funcion Y\-"/, definida en el intervalo Iy que

es solucién de la ecuacién diferencial con problema de valor inicial ¥ = 1,

Particularmente la funciéon ¥ = © es una solucién de esta ecuacion diferencial que

satisface la condicidén dada por el valor inicial, pues:

y(0) = €' =1
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1.3 Aplicaciones

Las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden tienen una amplia gama de

aplicaciones en diversas disciplinas, desde fisica y biologia hasta economia e ingenieria.

A continuacion, se mencionan algunas aplicaciones destacadas:

1. Dinamica Poblacional:

Las ecuaciones diferenciales describen el crecimiento y la dinamica de

poblaciones en ecologia y biologia. Por ejemplo, el modelo logistico P’ =
rP (1 — g) describe el crecimiento de una poblacién P en funcion del

tiempo, con r como tasa de crecimiento y K como capacidad de carga del

entorno.

2. Circuitos Eléctricos:

En ingenieria eléctrica, las ecuaciones diferenciales modelan el
comportamiento de circuitos eléctricos. Por ejemplo, la ley de Kirchhoff para
un circuito RC da lugar a una EDO de primer orden que describe la carga

o descarga de un condensador.

3. Fenomenos de Transferencia de Calor:

Las ecuaciones diferenciales se utilizan para modelar la transferencia de
calor en sistemas fisicos. La ley de enfriamiento de Newton, que describe
la tasa de cambio de temperatura de un objeto en funcién de la diferencia

de temperatura con su entorno, es un ejemplo de una EDO de primer orden.
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4. Problemas de Flujo:

= En hidrodinamica, las ecuaciones diferenciales modelan el flujo de liquidos
en tuberias y canales. La ecuacion de Bernoulli y la ecuacion de
continuidad son ejemplos de ecuaciones diferenciales que describen el

flujo de fluidos.

5. Economia y Finanzas:

= Eneconomia, las ecuaciones diferenciales modelan el cambio en el tiempo
de variables econémicas como la inversion, el consumo y la produccion.
Los modelos econdémicos dinamicos a menudo involucran ecuaciones

diferenciales.

6. Mecanica Celeste:

= En astronomia y fisica, las ecuaciones diferenciales describen las orbitas
de planetas y cuerpos celestes. El problema de los dos cuerpos, que
describe la interaccion gravitatoria entre dos masas, se formula como un

sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden.

7. Biomatematicas:

= En biologia y medicina, las ecuaciones diferenciales modelan procesos
bioldégicos como la propagacion de enfermedades, la cinética de reacciones

bioquimicas y la dinamica de poblaciones celulares.
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En resumen, las ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) de primer orden emergen
como herramientas fundamentales y polifacéticas que desempefian un papel vital en
diversos campos cientificos y tecnolégicos. Su capacidad intrinseca para capturar y
describir cambios en el tiempo las convierte en una herramienta esencial en la resolucion
de problemas asociados con fendmenos dinamicos. La versatilidad de las EDO de primer
orden se manifiesta en su aplicacidon exitosa en la modelacién y prediccion de sistemas

naturales y artificiales.
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Conclusiones

En la culminacion de esta investigacion sobre ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, se ha logrado una comprension profunda de la importancia y la
aplicabilidad de este conjunto especifico de ecuaciones en el ambito matematico
aplicado. A través de la revision exhaustiva de métodos analiticos y numéricos, asi
como la exploracion de ejemplos concretos, se han destacado diversas conclusiones

significativas.

En primer lugar, se ha confirmado la relevancia fundamental de las ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden en la descripcion de sistemas dinamicos,
demostrando su utilidad en una variedad de disciplinas cientificas. La capacidad de
modelar y comprender fenomenos cambiantes en términos de tasas de cambio

instantaneas ha quedado patente, subrayando la versatilidad de estas ecuaciones.

La aplicacién de métodos analiticos, como la separacion de variables y la sustitucion,
ha proporcionado herramientas valiosas para abordar una amplia gama de problemas.
La resolucion numérica, mediante técnicas como el método de Euler o el método de
Runge-Kutta, ha demostrado ser esencial para enfrentar ecuaciones diferenciales que

no admiten soluciones analiticas directas.

Ademas, la exploracién de conceptos relacionados con la estabilidad y la existencia y
unicidad de soluciones ha contribuido a una comprension mas completa de la teoria
subyacente a estas ecuaciones. La capacidad de prever y analizar el comportamiento
a largo plazo de los sistemas descritos por ecuaciones de primer orden se revela como

un elemento esencial en la aplicacion practica de estos conocimientos.
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