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Introducción 
 

El cálculo integral es una herramienta fundamental en matemáticas, física e 

ingeniería, que permite resolver problemas relacionados con áreas, volúmenes y 

otros conceptos geométricos y físicos. Dentro de este marco, los temas abordados 

en este documento se centran en el cálculo de áreas e integrales dobles, integrales 

triples en distintas coordenadas, y el estudio de campos vectoriales, que son 

esenciales para comprender fenómenos complejos en diversas disciplinas. 

 

Se inicia con el cálculo de áreas e integrales dobles, explorando su uso para 

determinar superficies limitadas por curvas. Posteriormente, se analizan las 

integrales iteradas y su papel en el cálculo eficiente de estas áreas. La discusión 

incluye el uso de sistemas de coordenadas rectangulares, polares, cilíndricas y 

esféricas, mostrando cómo adaptar la integración a diferentes contextos 

geométricos y físicos. 

 

Además, se introduce el concepto de campos vectoriales, describiendo su 

definición, tipos y aplicaciones. Este estudio se complementa con la integral de 

línea, que permite calcular trabajo, flujo y otras magnitudes físicas a lo largo de 

trayectorias específicas. Finalmente, se abordan conceptos avanzados como la 

divergencia y el rotacional, que proporcionan herramientas clave para entender el 

flujo y la circulación en campos vectoriales, así como los teoremas fundamentales 

que conectan estas ideas, incluyendo ejemplos prácticos para su aplicación.  

 

Este recorrido temático busca no solo exponer los conceptos teóricos, sino también 

ejemplificar su uso práctico, destacando la versatilidad y potencia de las 

herramientas de integración en la resolución de problemas reales. 

 

 

 

5.1 Cálculo de áreas e integrales dobles  
Cálculo de áreas e integrales dobles 
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Las integrales dobles son una herramienta fundamental en el cálculo multivariable 

para calcular el volumen bajo una superficie o el área de una región plana. 

Cálculo de áreas usando integrales iteradas 

Para calcular el área de una región plana R en el plano xy, podemos usar integrales 

iteradas. La idea es dividir la región en pequeñas rectángulos y sumar las áreas de 

todos los rectángulos. En el límite, cuando los rectángulos se vuelven 

infinitesimales, la suma se convierte en una integral doble. 

 

Ejemplo 1: 

Calcular el área de la región R limitada por las curvas 𝑦 = 𝑥2 y 𝑦 = 𝑥. 

Paso 1: Graficar la región 
 
Primero, graficamos las dos curvas para visualizar la región R. 

 

 

Paso 2: Definir los límites de integración 
 

La región R está limitada por las curvas 𝑦 = 𝑥2 y 𝑦 = 𝑥. Para integrar primero con 
respecto a y, necesitamos determinar los límites de integración para y. Observe que 
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para un valor fijo de x, y varía entre 𝑥2 y 𝑥  . Por lo tanto, los límites de integración 

para y son 𝑦 = 𝑥2 y 𝑦 = 𝑥. 
 
Para integrar con respecto a x, necesitamos determinar los límites de integración 
para x. Observe que x varía entre los puntos de intersección de las dos curvas. Para 

encontrar los puntos de intersección, resolvemos la ecuación 𝑥2 = 𝑥 . 
Obtenemos x= 0 y 𝑥 = 1 . Por lo tanto, los límites de integración para x son x= 0 y 
𝑥 = 1. 
 
Paso 3: Escribir la integral doble 
 
La integral doble que representa el área de la región R es: 

 
Paso 4: Evaluar la integral doble 
 
Evaluamos la integral doble paso a paso: 

 
 
 

5.2 Integrales iteradas  

Una integral iterada es una integral evaluada varias veces sobre la misma variable 

(en contraste con una integral múltiple, que consiste en un número de integrales 

evaluadas con respecto a diferentes variables). 

Es importante tener en cuenta en qué posición se dan los límites de las integrales 

en cuestión para saber en qué orden se ejecutarán los procesos de integración 

simple; es decir, reconocer si se va a integrar primero considerando el diferencial 

𝑑𝑥 o el diferencial 𝑑𝑦 o viceversa. 

 

 

 

 

Se pueden presentar este tipo e integrales:  
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Integral doble iterada en dominio simple respecto de 𝑥.  

Sea 𝐷 ⊂  [𝑎, 𝑏]  × [𝑐, 𝑑] un dominio simple respecto de 𝑥 y sea 𝑓(𝑥, 𝑦) continua en 

𝐷. Se llama Integral doble iterada de 𝑓 en el dominio 𝐷 al número: 

 

Integral triple iterada en dominio (tridimensional) simple respecto de 𝑥, 𝑦 o de 𝑦, 𝑥.  

Sea 𝐷 ⊂  [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑒, ℎ] un dominio simple respecto de 𝑥, 𝑦 o de 𝑦, 𝑥 y sea 

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) continua en 𝐷. Se llama Integral triple iterada de 𝑓 en el dominio 𝐷 al 

número: 

 

Ejercicios de integrales iteradas  

a) 
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b)  

 

 

 

c)  

 

 

 

 

 

5.3 Integral doble en coordenadas rectangulares. 

Definición de la Integral Doble 
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La integral doble es una generalización de la integral definida a funciones de dos 

variables. Se utiliza para calcular el volumen bajo una superficie en tres 

dimensiones, o el área de una región plana en dos dimensiones. 

 

Definición Formal: 

 

 

 

Aplicaciones de la Integral Doble 

Las integrales dobles tienen numerosas aplicaciones en diversos campos, 

incluyendo: 

o Cálculo de áreas: La integral doble se puede utilizar para calcular el área de 

una región plana. Como se vio en el ejemplo anterior, la integral doble de la 

función constante 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 sobre una región R es igual al área de R. 

o Cálculo de volúmenes: La integral doble se puede utilizar para calcular el 

volumen de un sólido delimitado por una superficie. 

o Cálculo de momentos de inercia: La integral doble se puede utilizar para 

calcular el momento de inercia de una placa plana. 

o Densidad y masa: La integral doble se puede utilizar para calcular la masa 

de una lámina plana con densidad variable. 

o Probabilidad: La integral doble se puede utilizar para calcular probabilidades 

en problemas de dos variables aleatorias. 
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o Física y ingeniería: Las integrales dobles se utilizan en muchas aplicaciones 

de física e ingeniería, como el cálculo de campos electromagnéticos, flujos 

de calor y fuerzas en estructuras. 

 

Cálculo de Integrales Dobles 

Para calcular una integral doble, se utiliza el método de integración iterada. Este 

método consiste en integrar la función primero con respecto a una variable, 

manteniendo la otra variable constante, y luego integrar el resultado con respecto a 

la segunda variable. 

 

Ejemplo: 

 

1. Integración con respecto a y: 

 

2. Interpretación con respecto a x: 

 

 

 

 

5.4 Integral doble en coordenadas polares.  

Definición de la Integral Doble en Coordenadas Polares 
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Las coordenadas polares son un sistema de coordenadas que utiliza la distancia al 

origen (r) y el ángulo con respecto al eje x(0) para describir la posición de un punto 

en el plano. En coordenadas polares, la integral doble se define como: 

 

Donde: 

 

 

Interpretación Geométrica: 

La integral doble en coordenadas polares representa el volumen del sólido que se 

encuentra debajo de la superficie 𝑧 = 𝑓(𝑟, 𝜃) y por encima de la región R en el plano 

polar. 

 

Aplicaciones de la Integral Doble en Coordenadas Polares 

Las integrales dobles en coordenadas polares son particularmente útiles para 

calcular integrales sobre regiones que tienen simetría radial, como círculos, sectores 

circulares y regiones delimitadas por curvas que se expresan fácilmente en 

coordenadas polares. Algunas aplicaciones incluyen: 

o Cálculo de áreas: La integral doble en coordenadas polares se puede utilizar 

para calcular el área de regiones circulares o sectoriales. 

o Cálculo de volúmenes: La integral doble en coordenadas polares se puede 

utilizar para calcular el volumen de sólidos que tienen simetría radial, como 

conos, cilindros y esferas. 

o Cálculo de momentos de inercia: La integral doble en coordenadas polares 

se puede utilizar para calcular el momento de inercia de objetos con simetría 

radial. 
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o Física e ingeniería: Las integrales dobles en coordenadas polares se utilizan 

en muchas aplicaciones de física e ingeniería, como el cálculo de campos 

electromagnéticos, flujos de calor y fuerzas en estructuras con simetría radial. 

 

 

Cálculo de Integrales Dobles en Coordenadas Polares 

Para calcular una integral doble en coordenadas polares, se utiliza el método de 

integración iterada, similar al caso de las coordenadas rectangulares. Primero se 

integra con respecto a r, manteniendo 𝜃 constante, y luego se integra el resultado 

con respecto a 𝜃. 

 

Ejemplo: 

 

1. Integración con respecto a r: 

 

2. Interpretación con respecto a 𝜃: 
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5.5 Integral triple en coordenadas rectangulares. Volumen  

La integral triple es una extensión del concepto de integral que se utiliza para 

calcular volúmenes y otras propiedades en regiones tridimensionales. Se define 

como la integral iterada de una función f (x, y, z) sobre una región tridimensional 

DDD en el espacio. 

 

 

Aplicaciones de la integral triple 

1. Cálculo de volúmenes: Como se mencionó, es útil para determinar 

volúmenes de regiones complicadas en 3D. 

2. Centro de masa: Cuando f (x, y, z) es una densidad de masa, la integral 

triple se usa para encontrar el centro de masa de un cuerpo tridimensional. 

3. Momento de inercia: Calcula cómo la masa de un objeto está distribuida 

respecto a un eje, útil en dinámica y mecánica. 

4. Flujo de fluidos: En física, se utiliza para describir el flujo de un fluido o 

campo vectorial a través de una región en el espacio. 

5. Electrostática y gravitación: Se emplea en campos de ingeniería para 

modelar distribuciones de carga o masa en el espacio. 

 

5.6 Integral triple en coordenadas cilíndricas y esféricas 

Integral triple en coordenadas cilíndricas 

Las coordenadas cilíndricas (𝑟, 𝜃, 𝑧) de un punto en el espacio representan con 

(𝑟, 𝜃) a las coordenadas polares de la proyección del punto en el plano 𝑥𝑦 y 𝑧 el 

valor de la coordenada en el eje 𝑧. Gráficamente, un punto 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) se puede 

representar como: 
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Vemos que, en el plano 𝑥𝑦, (𝑟, 𝜃) son las coordenadas polares y 𝑧 representa la 

altura del punto (𝑥, 𝑦, 𝑧). Así, el cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas 

cilíndricas es: 

 

Además, es claro que 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 

Si una región 𝑆 de ℝ3 tiene un eje de simetría, las integrales triples son más fáciles 

de evaluar si se hace un cambio de coordenadas de cartesianas a cilíndricas. Sea 

𝑆 =  {(𝑟, 𝜃, 𝑧) ∶  𝛼 ≤  𝜃 ≤  𝛽, 𝑔1(𝜃)  ≤  𝑟 ≤  𝑔2(𝜃), ℎ1(𝑟, 𝜃)  ≤  𝑧 ≤  ℎ2(𝑟, 𝜃)} la región 

de integración. Consideremos 𝑓 una función continua en 𝑆 de tres variables 𝑥, 𝑦, 𝑧, 

de modo que (𝑟, 𝜃, 𝑧) son las coordenadas cilíndricas del punto (𝑥, 𝑦, 𝑧). Se calcula 

la integral triple de 𝑓 sobre 𝑆 como: 

 

 

Ejercicio de integral tripe en coordenadas cilíndricas 

Halar el volumen de la región solida Q que corta en la esfera 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 4 el 

cilindro 𝑟 = 2 sin 𝜃. 
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Solución. Como 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2 + 𝑧2 = 4, los limites o cotas de 𝑧 son:  

 

 

Sea 𝑅 la proyección circular del sólido sobre el plano 𝑟𝜃. Entonces los límites o cotas 

de R son 0 ≤  𝑟 ≤  2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 y 0 ≤  𝜃 ≤  𝑝. Por tanto, el volumen de Q es: 
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Integral triple en coordenadas esféricas 

La representación de las coordenadas esféricas de un punto 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) es (𝜌, 𝜃, ∅), 

donde 𝜌 es la distancia de 𝑃 al origen, 𝜃 es el ángulo polar de la proyección del 

punto 𝑃 en el plano 𝑥𝑦 y ∅ es la medida no negativa del ángulo menor medido desde 

la parte positiva del eje 𝑧 a la recta que uno 𝑃 con el origen. Tenemos entonces que 

el ángulo 𝜃 máximo es 2𝜋 y el ángulo ∅ máximo es 𝜋. Gráficamente, representamos 

las coordenadas cilíndricas como: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Con las notaciones dadas en la figura anterior, por coordenadas cilíndricas, tenemos 

que: 

 

 

Por el Teorema de Pitágoras,                                                            

 Así, 

 

Además, es claro que 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑝2 

Ahora se procederá a definir la integral triple en coordenadas esféricas. 

Consideremos la región tridimensional 𝑆 en coordenadas esféricas. Entonces: 
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Ejercicio y ejemplo de integral triple en coordenadas esféricas 

Hallar el volumen de la región sólida 𝑄 limitada o acotada inferiormente por la hoja 

superior del cono 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2 y superiormente por la esfera 𝑥2 + 𝑦2+𝑧2 = 9. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Solución. En coordenadas esféricas, la ecuación de la esfera es: 

 

 

La esfera y el cono se cortan cuando: 

 

 

y, como 𝑧 = 𝜌 cos ∅, se tiene que: 
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Por consiguiente, se puede utilizar el orden de integración 𝑑𝜌 𝑑∅ 𝑑𝜃, donde 0 ≤ 𝜌 ≤ 

3, 0 ≤ ∅ ≤ 
𝜋

4
 y 0 ≤ 𝜃 ≤ 2 𝜋. El volumen es: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5.7 Campos vectoriales 

Un campo vectorial es una función que asigna un vector a cada punto en un espacio. 

Matemáticamente, se puede definir en el plano o en el espacio tridimensional como: 

En 𝑅 2 (plano): 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑃 (𝑥, 𝑦) 𝑖 + 𝑄 (𝑥, 𝑦) 𝑗, donde 𝑃 (𝑥, 𝑦) y 𝑄 (𝑥, 𝑦) son funciones 

escalares y 𝑖, 𝑗 son los vectores unitarios. En 𝑅 3 (espacio tridimensional): 𝐹 (𝑥, 𝑦, 

𝑧) = 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑖 + 𝑄 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑗 + 𝑅 (𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑘, donde 𝑃, 𝑄, 𝑅 son funciones escalares 

y 𝑘 es el vector unitario adicional. 

 

Tipos de campos vectoriales  

 Campos de gradiente (conservativos):  Un campo es conservativo si se 

puede expresar como el gradiente de una función escalar 𝜙 (𝑥, 𝑦, 𝑧) es decir: 
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Ejemplo: El campo gravitacional cerca de la superficie terrestre es 

conservativo, dado por 𝐹 = − 𝑚 𝑔𝑘. 

 Campos de flujo:  Representan la velocidad de un fluido en movimiento. Cada 

vector indica la dirección y la magnitud de la velocidad en un punto. 

 Ejemplo: El flujo de aire en la atmósfera o el flujo de agua en un río. 

 Campos rotacionales:  Tienen circulación no nula, lo que significa que 

presentan una tendencia a rotar alrededor de ciertos puntos.  

Ejemplo: Un campo magnético generado por una corriente eléctrica.  

 Campos radiales:  Sus vectores apuntan hacia (o desde) un punto central. 

Ejemplo: El campo eléctrico debido a una carga puntual, dado por: 

 

 

Ejemplos de campos vectoriales  

Campo gravitacional: Representa la fuerza de atracción gravitacional. En un campo 

uniforme cerca de la Tierra:  

𝐹 = − 𝑚 𝑔 𝑘  

Campo eléctrico: Para una carga puntual 𝑞: 

 

 

Campo magnético: Generado por una corriente recta 

 

 

donde θ^ es un vector unitario tangente a las líneas circulares del campo. 

Campo de velocidad de un fluido:  Representa la dirección y magnitud de las 

partículas del fluido en un punto, como:  

𝐹 (𝑥, 𝑦) = − 𝑦   𝑖 + 𝑥   𝑗.  

Campo de temperatura (no vectorial, pero relacionado):  Aunque es un campo 

escalar, se usa en conjunto con campos vectoriales para modelar fenómenos como 

el flujo de calor (dado por el gradiente de la temperatura). 
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Aplicaciones de los campos vectoriales 

1. Física: 

Modelar fuerzas (gravitacional, eléctrica, magnética). 

2. Ingeniería: 

Flujo de fluidos, análisis de estructuras. 

3. Matemáticas: 

Resolución de ecuaciones diferenciales vectoriales. 

4. Meteorología: 

Describir corrientes de aire y mapas de viento. 

 

5.8 La integral lineal 

Definición de integral de línea de campos escalares  

Sea 𝛼̅: [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ → ℝ𝑝 un camino regular a trozos, y sea 𝐶 = {𝛼̅(𝑡): 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]} la 

curva descrita por 𝛼̅. Sea 𝜑: 𝐶 → ℝ un campo escalar acotado. La integral de linea 

de 𝜑a lo largo de 𝐶 se representa:  

 

Y se define por:  

 

 

Siempre que la integral del segundo miembro exista, bien como integral propia o 

como integral impropia.  

Definición de integral de línea de campos vectoriales   

Sea 𝛼̅ un camino regular a trozos en ℝ𝑝, definido en [𝑎, 𝑏]. Sea  𝑓 ̅un campo vectorial 

definido y acotado sobre la gráfica 𝐶 de 𝛼̅. La integral de linea de 𝑓 ̅a lo largo de 𝐶 

se representa: 
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Imagen  1  La hoja que está formada por la mitad 
superior del círculo unitario en un plano y el gráfico de 
f(x,y)=2. 

Y se define por:  

 

 

Siempre que la integral del segundo miembro (en cuyo integrado ≪∙≫ denota el 

producto escalar de ℝ𝑝) exista, bien como integral propia o integral impropia.  

Ejercicio de integral de línea 

Halle el valor de la integral                donde 𝐶 es la mitad 

superior del círculo unitario.       

 

 

Solución. La figura muestra el grafico de 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2, curva 𝐶, y la hoja formada por 

ellos. Observe que esta hoja tiene la misma superficie que un rectángulo con 

anchura 𝜋 y longitud 2. Por lo tanto:  

 

  

Para ver que,                   utilizando la definición de integral de línea, dejamos que  

𝑟(𝑡) sea una parametrización de 𝐶. Entonces, 𝑓(𝑟(𝑡𝑖)) = 2 para cualquier número 

𝑡𝑖 en el dominio de 𝑟. Por lo tanto: 
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5.9 Divergencia, rotacional, interpretación geométrica y física. 

La divergencia y el rotacional son conceptos fundamentales en el cálculo vectorial, 

especialmente en el contexto de campos vectoriales. Ambos tienen interpretaciones 

geométricas y físicas que son cruciales para entender fenómenos en 

electromagnetismo, mecánica de fluidos y otros campos de la física. 

Divergencia: 

La divergencia de un campo vectorial mide la tasa a la cual "fluye" el campo desde 

un punto dado. Se define matemáticamente como: 

 

 

donde F= (P, Q, R) es un campo vectorial en tres dimensiones. La divergencia es 

una escala que puede interpretarse como la diferencia entre el flujo entrante y 

saliente a través de una superficie cerrada que contiene un volumen infinitesimal d 

V. 

 

Interpretación Geométrica: 

Flujo Saliente: Una divergencia positiva indica que el campo emana desde un 

punto, actuando como una fuente. 

Flujo Entrante: Una divergencia negativa sugiere que el campo converge hacia un 

punto, actuando como un sumidero. 

Divergencia Nula: Indica que no hay fuentes ni sumideros en la región, lo que 

significa que el flujo es constante a lo largo del espacio. 

Rotacional: 

El rotacional de un campo vectorial describe la tendencia de las líneas de campo a 

"girar" alrededor de un punto. Se define como: 

 

 

 

El resultado es otro campo vectorial que representa la magnitud y dirección del giro 

en torno a un punto específico. 

Interpretación Geométrica: 
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Dirección del Giro: La dirección del rotacional se determina mediante la regla de 

la mano derecha, donde los dedos apuntan en la dirección del giro y el pulgar indica 

la dirección del vector rotacional. 

Rotación Cero: Un rotacional igual a cero implica que no hay rotación en esa 

región; las líneas de campo son rectas o paralelas. 

 

Aplicaciones Físicas 

Electromagnetismo: En electromagnetismo, la divergencia del campo eléctrico 

está relacionada con la densidad de carga, mientras que el rotacional del campo 

magnético está relacionado con las corrientes eléctricas. 

Mecánica de Fluidos: En fluidos, la divergencia puede indicar si un fluido se está 

expandiendo o contrayendo, mientras que el rotacional puede describir patrones de 

vorticidad dentro del fluido. 

Teoría de Campos: Ambos conceptos son esenciales para formular las ecuaciones 

de Maxwell y otras teorías físicas que describen cómo interactúan los campos con 

la materia. 

 

Problema: Calcular la divergencia del campo vectorial 𝒇 = 𝒙𝟐, 𝒚𝟐, 𝒛𝟐 

 

Definición de la Divergencia: 

La divergencia de un campo vectorial F=(P,Q,R) se define como: 

 

 

 

Aplicación a nuestro campo: 
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Cálculo de las derivadas parciales: 

 

 

 

 

 

 

Sustitución en la fórmula de divergencia: 

 

 

 

 

Por lo tanto, la divergencia del campo vectorial es: 

 

 

 

Problema: Calcular el rotacional del campo vectorial F=(yz,xz,xy). 

 

Definición del Rotacional: 

El rotacional de un campo vectorial F=(P,Q,R) se define como: 
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Identificación de componentes: 

 

 

 

 

 

Cálculo del determinante: 

Al calcular el determinante, obtenemos: 

 

 

 

 

Resultado Final: 

Por lo tanto, el rotacional del campo vectorial es: 

 

 

 

5.10 Teoremas de integrales.  

Los teoremas de integrales son principios fundamentales en el cálculo integral que 

describen las propiedades y aplicaciones de las integrales. 



pág. 24 
 

Teorema Fundamental del Cálculo 

Este teorema conecta las operaciones de derivación e integración y se divide en 
dos partes: 

Primera Parte: Afirma que si una función f es continua en un intervalo [a, b], 
entonces la integral de f desde a hasta b se puede encontrar evaluando una función 
antiderivada de f en los extremos a y b: 

 

 

donde F es una antiderivada de f. 

Segunda Parte: Establece que si F(x) es una función definida como la integral de 
f(t) desde un punto fijo aa hasta x, entonces F es diferenciable y su derivada es f: 

 

 

 

 

2. Teorema de la Integral de Sustitución 

También conocido como el Teorema de Cambio de Variable. Este teorema permite 
simplificar el cálculo de integrales utilizando una sustitución adecuada: 

 

 

Aquí, gg es una función diferenciable y u=g(x)u = g(x). 

 

3. Teorema de la Integral por Partes 

Este teorema es útil para integrar productos de funciones. Se expresa como: 
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donde u y v son funciones diferenciables. 

Aplicaciones 

Teorema Fundamental del Cálculo: Se utiliza para calcular integrales 
definidas de manera más eficiente, encontrando una función antiderivada en 
lugar de sumar infinitesimales. 

Teorema de la Integral de Sustitución: Simplifica integrales complicadas al 
cambiar la variable de integración. 

Teorema de la Integral por Partes: Ayuda a encontrar la integral de 
productos de funciones, especialmente útil en física y en problemas de 
ingeniería. 

Estos teoremas son herramientas fundamentales en el cálculo que permiten 
resolver una amplia variedad de problemas matemáticos y aplicados en diferentes 
campos como la física, la ingeniería, y la economía. 

El teorema fundamental de las integrales de línea es una extensión del teorema 
fundamental del cálculo, aplicado a campos vectoriales. Este teorema es una 
herramienta poderosa en el cálculo multivariable y se usa para evaluar integrales 
de línea de campos vectoriales conservativos. 

Teorema Fundamental de las Integrales de Línea 

Definición 

Sea F un campo vectorial conservativo en una región abierta D de R^n y ϕ una 

función escalar tal que F=∇ϕ (donde ∇ϕ es el gradiente de ϕ). Si C es una curva 
suave desde a hasta b en D, entonces: 

 

 

Interpretación 

Interpretación 

Esto significa que la integral de línea de un campo vectorial conservativo a lo largo 

de una curva solo depende de los valores de la función potencial ϕ en los extremos 

de la curva. En otras palabras, la integral de línea de F desde a hasta b es igual al 

cambio en la función potencial ϕ entre esos dos puntos. 
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Aplicaciones 

Física: En física, este teorema es fundamental para trabajar con campos de 
fuerza conservativos, como los campos gravitacionales y eléctricos. Permite 
calcular el trabajo realizado por una fuerza en un objeto que se mueve a lo 
largo de una trayectoria. 

Ingeniería: En ingeniería, se usa para analizar sistemas donde la energía 
potencial cambia a lo largo de un camino específico. 

Matemáticas: En matemáticas, este teorema simplifica el cálculo de 
integrales de línea de campos vectoriales conservativos, evitando la 
necesidad de parametrizar la curva. 

Ejemplo 

Considera el campo vectorial F(x,y)=(y,x) y la curva C que va desde (0, 0) hasta (1, 
1). Primero, encontramos la función potencial ϕ. 

Sabemos que: 

 

 

 

 

 

Integrando     con respecto a x, obtenemos: 

 

 

Ahora, derivamos ϕ(x,y)=xy+g con respecto a y para igualarlo a x: 
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De esto, deducimos que g′(y)=0, entonces g(y) es una constante que podemos 
asumir como cero para simplicidad: 

 

 

Entonces, aplicando el teorema fundamental de las integrales de línea 
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Conclusión 

 

El estudio de las integrales en sus diversas formas y aplicaciones permite una 

comprensión profunda de fenómenos geométricos, físicos y matemáticos. A través 

del análisis de áreas e integrales dobles, iteradas y triples en coordenadas 

rectangulares, polares, cilíndricas y esféricas, se evidencia la capacidad del cálculo 

integral para adaptarse a diferentes contextos y resolver problemas complejos con 

precisión y eficiencia. 

 

Por otra parte, la exploración de los campos vectoriales, junto con conceptos como 

la integral de línea, la divergencia y el rotacional, refuerza el entendimiento de 

magnitudes dinámicas en el espacio. Estas herramientas, combinadas con los 

teoremas fundamentales del cálculo vectorial, ofrecen un marco poderoso para 

modelar y analizar sistemas físicos y matemáticos, desde la mecánica de fluidos 

hasta el electromagnetismo. 

 

En conjunto, los temas abordados destacan la importancia de las integrales como 

un puente entre la teoría matemática y su aplicación práctica, subrayando su papel 

esencial en el desarrollo de soluciones innovadoras en ciencia e ingeniería. Este 

recorrido reafirma el valor del cálculo como un lenguaje universal para describir y 

comprender el mundo que nos rodea. 
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