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Introduccion

El calculo integral es una herramienta fundamental en matematicas, fisica e
ingenieria, que permite resolver problemas relacionados con areas, volumenes y
otros conceptos geométricos y fisicos. Dentro de este marco, los temas abordados
en este documento se centran en el calculo de areas e integrales dobles, integrales
triples en distintas coordenadas, y el estudio de campos vectoriales, que son
esenciales para comprender fendmenos complejos en diversas disciplinas.

Se inicia con el calculo de areas e integrales dobles, explorando su uso para
determinar superficies limitadas por curvas. Posteriormente, se analizan las
integrales iteradas y su papel en el calculo eficiente de estas areas. La discusion
incluye el uso de sistemas de coordenadas rectangulares, polares, cilindricas y
esféricas, mostrando como adaptar la integracion a diferentes contextos
geométricos y fisicos.

Ademas, se introduce el concepto de campos vectoriales, describiendo su
definicion, tipos y aplicaciones. Este estudio se complementa con la integral de
linea, que permite calcular trabajo, flujo y otras magnitudes fisicas a lo largo de
trayectorias especificas. Finalmente, se abordan conceptos avanzados como la
divergencia y el rotacional, que proporcionan herramientas clave para entender el
flujo y la circulacién en campos vectoriales, asi como los teoremas fundamentales
gue conectan estas ideas, incluyendo ejemplos practicos para su aplicacion.

Este recorrido tematico busca no solo exponer los conceptos tedricos, sino también
ejemplificar su uso practico, destacando la versatilidad y potencia de las
herramientas de integracion en la resolucién de problemas reales.

5.1 Calculo de areas e integrales dobles

Calculo de éareas e integrales dobles
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Las integrales dobles son una herramienta fundamental en el calculo multivariable
para calcular el volumen bajo una superficie o el area de una region plana.

Calculo de areas usando integrales iteradas

Para calcular el area de una region plana R en el plano xy, podemos usar integrales
iteradas. La idea es dividir la region en pequefas rectangulos y sumar las areas de
todos los rectangulos. En el limite, cuando los rectangulos se vuelven
infinitesimales, la suma se convierte en una integral doble.

Ejemplo 1:
Calcular el area de la region R limitada por las curvas y = x2 yy = x.

Paso 1: Graficar laregion

Primero, graficamos las dos curvas para visualizar la region R.
Regién limitada por las curvas y=x’ y y = x
1.00 — y=x

x

0.75

0.50

0.25

> 0.00

=025}

—0.50F

—0.75}1

-1.00F

1.0 05 0.0 0.5 1.0

Paso 2: Definir los limites de integraciéon

La region R esta limitada por las curvas y = x? y y = x. Para integrar primero con
respecto a y, necesitamos determinar los limites de integracion para y. Observe que
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para un valor fijo de x, y varia entre x? y x . Por lo tanto, los limites de integracién
paray sony =x?yy = x.

Para integrar con respecto a x, necesitamos determinar los limites de integracion
para X. Observe que X varia entre los puntos de interseccion de las dos curvas. Para
encontrar los puntos de interseccién, resolvemos la ecuacion x? = x .
Obtenemos x= 0y x = 1. Por lo tanto, los limites de integracion para x son x=0Yy
x=1.

Paso 3: Escribir laintegral doble

La integral doble que representa el area de la regién R es:

1 p2—y?
/ / dA = / f dax dy
R —1J 2

Paso 4: Evaluar la integral doble

Evaluamos la integral doble paso a paso:

1 p2—7 1 . 1 973 4
f f dl‘dy=f (]2 d?=/{?—Eyz}dy=[2y—i]‘_1=4——=
—1Jy2 1 -1 3 3

o] oo

5.2 Integrales iteradas

Una integral iterada es una integral evaluada varias veces sobre la misma variable
(en contraste con una integral multiple, que consiste en un numero de integrales
evaluadas con respecto a diferentes variables).

Es importante tener en cuenta en qué posicion se dan los limites de las integrales
en cuestidén para saber en qué orden se ejecutaran los procesos de integraciéon
simple; es decir, reconocer si se va a integrar primero considerando el diferencial
dx o el diferencial dy o viceversa.

Se pueden presentar este tipo e integrales:
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Integral doble iterada en dominio simple respecto de x.

Sea D c [a,b] X [c,d] un dominio simple respecto de x y sea f(x,y) continua en
D. Se llama Integral doble iterada de f en el dominio D al nUmero:

b ¥(x)
/ (/ f(x,y) dy) dx
a \/é(z)
b ¥(x)
// f(z,y) d:ﬁdy=/ d:rr/ fx,y)dy
D Ja o (x)

Integral triple iterada en dominio (tridimensional) simple respecto de x,y o de y, x.

que se denota

Sea D c [a,b] X [c,d] X [e,h] un dominio simple respecto de x,yo de y,xy sea
f(x,y,z) continua en D. Se llama Integral triple iterada de f en el dominio D al

numero:
Y(z.y)
// / flz,y,2)dz | dxdy
oo Dl ¢(I'.y)
Y(z,y)
f// flz,y, z)dedydz = f/ d:r:dfy/ flz,y,z)dz
D' Dl - @(Iy}

Ejercicios de integrales iteradas

que se denota

a)

2 x
( Myd.
{.!;xﬂy lydx
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f de[fy e~ dy

0

5.3 Integral doble en coordenadas rectangulares.

Definicién de la Integral Doble
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La integral doble es una generalizacién de la integral definida a funciones de dos
variables. Se utiliza para calcular el volumen bajo una superficie en tres
dimensiones, o el area de una region plana en dos dimensiones.

Definicion Formal:
Definicion Formal:
sea f(z,y) una funcién continua en una regién rectangular R definidapore S <byc <y <d |3
integral doble de f sobre R se define comao:
o T

J[ 1@yaa= m 33 s uad,

2] T r—rod i=1 =1
Donde:

* mynson el nimero de divisiones en las direcciones @ e g, respectivamente.

. ﬁAa‘j = Az Ay es el 4rea de cada su brectangulo.

" . . . T
. {:I:E.I-,yij} es un punto arbitrario en el subrectangulo 2, 7.

Interpretacion Geométrica:

La integral doble [[ f{m,y) dA representa el volumen del sélido que se encuentra debajo de la superficie
JA R

z= f(2,¥) y por encima de la regién R en el plano zy.

Aplicaciones de la Integral Doble

Las integrales dobles tienen numerosas aplicaciones en diversos campos,
incluyendo:

o Calculo de areas: La integral doble se puede utilizar para calcular el area de
una regién plana. Como se vio en el ejemplo anterior, la integral doble de la
funcion constante f(x,y) = 1 sobre una regién R es igual al area de R.

o Calculo de volumenes: La integral doble se puede utilizar para calcular el
volumen de un solido delimitado por una superficie.

o Calculo de momentos de inercia: La integral doble se puede utilizar para
calcular el momento de inercia de una placa plana.

o Densidad y masa: La integral doble se puede utilizar para calcular la masa
de una lamina plana con densidad variable.

o Probabilidad: La integral doble se puede utilizar para calcular probabilidades
en problemas de dos variables aleatorias.
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o Fisicay ingenieria: Las integrales dobles se utilizan en muchas aplicaciones
de fisica e ingenieria, como el calculo de campos electromagnéticos, flujos
de calor y fuerzas en estructuras.

Calculo de Integrales Dobles

Para calcular una integral doble, se utiliza el método de integracion iterada. Este
meétodo consiste en integrar la funcidon primero con respecto a una variable,
manteniendo la otra variable constante, y luego integrar el resultado con respecto a
la segunda variable.

Ejemplo:

Calcular la integral doble [/ (# 4 y) A donde R es |a regién rectangular definidapor0 <z < 1y
LU 4

0<y<2

1. Integracion con respecto a y:

Y’

2
f (z+y)dy = [zy + 7]ﬁ=2$+2
0

2. Interpretacién con respecto a x:

1
/ (22 + 2) dz = [2% + 22|} = 3
0

Por lo tanto, la integral doble f/ (z+y)dd=3
R

5.4 Integral doble en coordenadas polares.

Definicién de la Integral Doble en Coordenadas Polares
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Las coordenadas polares son un sistema de coordenadas que utiliza la distancia al
origen (r) y el angulo con respecto al eje x(0) para describir la posiciéon de un punto
en el plano. En coordenadas polares, la integral doble se define como:

. i f‘z{ﬂj
/ flr,8)dA = f / flr,8)rdrdf
i a o ry(f)

Donde:
* Reslaregion de integracion en el plano polar.

s oy fson los limites de integracién para el angulo 6.
» 71(8) y 72(8) son las ecuaciones de las curvas que delimitan la regién R en términos de 6.

s rdrdf es el elemento de drea en coordenadas polares.

Interpretacion Geomeétrica:

La integral doble en coordenadas polares representa el volumen del sélido que se
encuentra debajo de la superficie z = f(r,8) y por encima de la regiéon R en el plano
polar.

Aplicaciones de la Integral Doble en Coordenadas Polares

Las integrales dobles en coordenadas polares son particularmente utiles para
calcular integrales sobre regiones que tienen simetria radial, como circulos, sectores
circulares y regiones delimitadas por curvas que se expresan facilmente en
coordenadas polares. Algunas aplicaciones incluyen:

o Calculo de areas: La integral doble en coordenadas polares se puede utilizar
para calcular el area de regiones circulares o sectoriales.

o Calculo de volumenes: La integral doble en coordenadas polares se puede
utilizar para calcular el volumen de solidos que tienen simetria radial, como
conos, cilindros y esferas.

o Calculo de momentos de inercia: La integral doble en coordenadas polares
se puede utilizar para calcular el momento de inercia de objetos con simetria
radial.
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o Fisica e ingenieria: Las integrales dobles en coordenadas polares se utilizan
en muchas aplicaciones de fisica e ingenieria, como el calculo de campos
electromagnéticos, flujos de calor y fuerzas en estructuras con simetria radial.

Calculo de Integrales Dobles en Coordenadas Polares

Para calcular una integral doble en coordenadas polares, se utiliza el método de
integracion iterada, similar al caso de las coordenadas rectangulares. Primero se
integra con respecto a r, manteniendo 6 constante, y luego se integra el resultado
con respecto a 6.

Ejempilo:
Calcular la integral doble ff r’ dA, donde R es la regién delimitada por el circulo 7 = 2.
R
1. Integracion con respecto a r:

2 ,},.3 . 8
fﬂ ?'2 d‘?‘ = [?]ﬁ, - E

2. Interpretacion con respecto a 9:

T 8 8 o 16w
f.} 3@ =130 ==~

167
3

Por lo tanto, la integral doble f/ r*dA =
R
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5.5 Integral triple en coordenadas rectangulares. Volumen
La integral triple es una extensién del concepto de integral que se utiliza para

calcular volumenes y otras propiedades en regiones tridimensionales. Se define

como la integral iterada de una funcion f (x, y, z) sobre una region tridimensional

J[] f@naav

DDD en el espacio.

Aplicaciones de la integral triple

1. Calculo de volumenes: Como se menciond, es util para determinar

volumenes de regiones complicadas en 3D.

2. Centro de masa: Cuando f (x, y, z) es una densidad de masa, la integral

triple se usa para encontrar el centro de masa de un cuerpo tridimensional.

3. Momento de inercia: Calcula como la masa de un objeto esta distribuida

respecto a un eje, util en dindmica y mecanica.

4. Flujo de fluidos: En fisica, se utiliza para describir el flujo de un fluido o

campo vectorial a través de una region en el espacio.

5. Electrostatica y gravitacion: Se emplea en campos de ingenieria para

modelar distribuciones de carga o masa en el espacio.

5.6 Integral triple en coordenadas cilindricas y esféricas

Integral triple en coordenadas cilindricas
Las coordenadas cilindricas (r,6,z) de un punto en el espacio representan con
(r,0) a las coordenadas polares de la proyeccion del punto en el plano xyy z el

valor de la coordenada en el eje z. Graficamente, un punto P(x,y,z) se puede
representar como:
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(v, o (nd oz

Vemos que, en el plano xy, (r,0) son las coordenadas polares y z representa la
altura del punto (x,y, z). Asi, el cambio de coordenadas cartesianas a coordenadas
cilindricas es:

r=rcosf, y=rsinf, z=z.
Ademas, es claro que x? + y? = r?

Si una region S de R3 tiene un eje de simetria, las integrales triples son mas faciles
de evaluar si se hace un cambio de coordenadas de cartesianas a cilindricas. Sea

={(r6,2): a <0 < [,0:(0) <1 < g2(0),hi(1,0) < z < hy(r,0)}laregion
de integracion. Consideremos f una funcion continua en S de tres variables x, y, z,
de modo que (r, 6, z) son las coordenadas cilindricas del punto (x,y, z). Se calcula
la integral triple de f sobre S como:

B prg200)  pha(r, E]
f/ flz,y,z) dV = / / f(r, 0, z) rdzdrdé.
A ¥ gi(8) hi(r,8)

Ejercicio de integral tripe en coordenadas cilindricas

Halar el volumen de la region solida Q que corta en la esfera x? + y? + z? = 4 el
cilindror = 2 sin 6.
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Esfera:

Py +2=4

Cilindro:
r=2sen 6

Solucién. Como x2 + y? + z? = r? + z2 = 4, los limites o cotas de z son:

—J4—ri<z< J4— i

Sea R la proyeccion circular del sélido sobre el plano r8. Entonces los limites o cotas

deRson0 < r < 2s5infy0 < 8 < p.Portanto, el volumen de Q es:

7 2 sen @ g —2
V = j j f rdz drdb
0 Jo -J4-r

w2 r2senf J4— 2
2 f j J‘ rdzdrdf
o Jo —Ja-r

/2 r2send
> f j 2 JE= 7 dr do
0 0

2 2 2sen @
zj ——m—rmﬁ] d9
0 3 0

4 2
=§j (8 — 8 cos® #) do
0
32 (7
=3 [1 — (cos 0)(1 — sen? 0)] d@
0
32 sen’ H]ﬂz
=3 [H sen 0 + 3,
= DG4
= 0.644.
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Integral triple en coordenadas esféricas

La representaciéon de las coordenadas esféricas de un punto P(x,y,z) es (p, 0, 0),
donde p es la distancia de P al origen, 8 es el angulo polar de la proyeccion del
punto P en el plano xy y @ es la medida no negativa del angulo menor medido desde
la parte positiva del eje z a la recta que uno P con el origen. Tenemos entonces que
el angulo 8 maximo es 2r y el angulo @ maximo es n. Graficamente, representamos
las coordenadas cilindricas como:

| (nyv.2)olp.d.6)

[

Con las notaciones dadas en la figura anterior, por coordenadas cilindricas, tenemos
que:

r=|0Q|cosl, y=|0Q|sinf, =z=|QP|.

Por el Teorema de Pitagoras, |OQ| = psing y |QP| = pcos ¢.

Asl x = psingcos@, y=psingsinf, z= pcosa.

Ademas, es claro que x? + y? + z%2 = p?

Ahora se procedera a definir la integral triple en coordenadas esféricas.
Consideremos la region tridimensional S en coordenadas esféricas. Entonces:

/,5.// flz,y,z) dV = /qf/ f(p,0,0)p*sin ¢ dpdfdep.
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Ejercicio y ejemplo de integral triple en coordenadas esféricas

Hallar el volumen de la region sélida Q limitada o acotada inferiormente por la hoja
superior del cono z? = x? + y? y superiormente por la esfera x2 + y2+z2? = 9.

Hoja superior
del cono:

Z=x+y

(3]

Esfera:

2+yr+2=9

Solucion. En coordenadas esféricas, la ecuacién de la esfera es:

pP=x2+y2+z2=9 => p=3.

La esfera y el cono se cortan cuando:

(F+y)+22=@E)+2=9 = z=

ol

y, como z = p cos @, se tiene que:

2)Y=ens = o=
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Por consiguiente, se puede utilizar el orden de integracion dp d@ df, donde 0 < p <
3,0S®S§y05952n. El volumen es:

s 29 ra/d 3
V= dev—f J J p*send dpdd db
0 0 0
o

2T

TT_.f"4
= f Oseng do do
0

JO

2 4
QJ' —Cos q_‘)—‘ do
0 0

= 9[ (1 — g) do = 97(2 — /2) = 16.563.
0

-

5.7 Campos vectoriales

Un campo vectorial es una funcién que asigna un vector a cada punto en un espacio.
Matematicamente, se puede definir en el plano o en el espacio tridimensional como:
EnR 2 (plano): F (x,y)=P (x,y)i+Q (x,y)j,donde P (x, y) y Q (x, y) son funciones
escalares y i, j son los vectores unitarios. En R 3 (espacio tridimensional): F (x, y,
z)=P(x,y,z)i+Q(x,y,2)j+R(x,y, z) k, donde P, Q, R son funciones escalares

y k es el vector unitario adicional.

Tipos de campos vectoriales

e Campos de gradiente (conservativos): Un campo es conservativo si se

puede expresar como el gradiente de una funcion escalar ¢ (x, y, z) es decir:

F_w_(a‘ﬁ 2 W’),

Oz’ By’ Oz
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Ejemplo: ElI campo gravitacional cerca de la superficie terrestre es
conservativo, dado por F = - m gk.

e Campos de flujo: Representan la velocidad de un fluido en movimiento. Cada
vector indica la direccion y la magnitud de la velocidad en un punto.
Ejemplo: El flujo de aire en la atmdsfera o el flujo de agua en un rio.

e Campos rotacionales: Tienen circulacion no nula, lo que significa que
presentan una tendencia a rotar alrededor de ciertos puntos.
Ejemplo: Un campo magnético generado por una corriente eléctrica.

e Campos radiales: Sus vectores apuntan hacia (o desde) un punto central.

Ejemplo: El campo eléctrico debido a una carga puntual, dado por:

Ejemplos de campos vectoriales

Campo gravitacional: Representa la fuerza de atraccion gravitacional. En un campo
uniforme cerca de la Tierra:

F=-mgk

Campo eléctrico: Para una carga puntual g:

donde 6” es un vector unitario tangente a las lineas circulares del campo.

Campo de velocidad de un fluido: Representa la direccion y magnitud de las
particulas del fluido en un punto, como:

F(x,y)=—y i+x j.

Campo de temperatura (no vectorial, pero relacionado): Aunque es un campo
escalar, se usa en conjunto con campos vectoriales para modelar fendmenos como
el flujo de calor (dado por el gradiente de la temperatura).
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Aplicaciones de los campos vectoriales
1. Fisica:
Modelar fuerzas (gravitacional, eléctrica, magnética).
2. Ingenieria:
Flujo de fluidos, analisis de estructuras.
3. Matematicas:
Resoluciéon de ecuaciones diferenciales vectoriales.
4. Meteorologia:

Describir corrientes de aire y mapas de viento.

5.8 La integral lineal

Definiciéon de integral de linea de campos escalares

Sea @:[a,b] € R - RP un camino regular a trozos, y sea C = {a(t):t € [a,b]} la
curva descrita por @. Sea ¢: C — R un campo escalar acotado. La integral de linea
de @a lo largo de C se representa:
/ ¢Qds
C

b
|ods= [ o@m)|a o) o,

Siempre que la integral del segundo miembro exista, bien como integral propia o
como integral impropia.

Y se define por:

Definicién de integral de linea de campos vectoriales

Sea @ un camino regular a trozos en R?, definido en [a, b]. Sea f un campo vectorial
definido y acotado sobre la grafica € de @. La integral de linea de f a lo largo de C

se representa:
/ f-da o / f-ds
C C
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Y se define por:
_ b_
[ 7-aa= [ Faw)- o) .
C a

Siempre que la integral del segundo miembro (en cuyo integrado «->» denota el
producto escalar de RP) exista, bien como integral propia o integral impropia.

Ejercicio de integral de linea

| Halle el valor de la integral /;2ds= donde C es la mitad
|, superior del circulo unitario.
J T Imagen 1 La hoja que esta formada por la mitad
/ 1 y superior del circulo unitario en un plano y el gréafico de

f(x,y)=2.

Solucién. La figura muestra el grafico de f(x,y) = 2, curva C, y la hoja formada por
ellos. Observe que esta hoja tiene la misma superficie que un rectangulo con
anchura m y longitud 2. Por lo tanto:

/2ds =27
c

2ds =2 - e . , .

Para ver que, fc * 74T utilizando la definicion de integral de linea, dejamos que
r(t) sea una parametrizacion de C. Entonces, f(r(t;)) = 2 para cualquier numero
t; en el dominio de r. Por lo tanto:

Jo fds = T};II; Yo f(r(8)) Asy
= lim Z;;l 2As;

n—rd0

=21im Y I, As;

n—oc
= 2 (longitud de C)

= 2.
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5.9 Divergencia, rotacional, interpretacion geométrica y fisica.

La divergencia y el rotacional son conceptos fundamentales en el calculo vectorial,
especialmente en el contexto de campos vectoriales. Ambos tienen interpretaciones
geométricas y fisicas que son cruciales para entender fenémenos en
electromagnetismo, mecanica de fluidos y otros campos de la fisica.

Divergencia:

La divergencia de un campo vectorial mide la tasa a la cual "fluye" el campo desde
un punto dado. Se define matematicamente como:

donde F= (P, Q, R) es un campo vectorial en tres dimensiones. La divergencia es
una escala que puede interpretarse como la diferencia entre el flujo entrante y
saliente a través de una superficie cerrada que contiene un volumen infinitesimal d
V.

Interpretacion Geométrica:

Flujo Saliente: Una divergencia positiva indica que el campo emana desde un
punto, actuando como una fuente.

Flujo Entrante: Una divergencia negativa sugiere que el campo converge hacia un
punto, actuando como un sumidero.

Divergencia Nula: Indica que no hay fuentes ni sumideros en la region, lo que
significa que el flujo es constante a lo largo del espacio.

Rotacional:

El rotacional de un campo vectorial describe la tendencia de las lineas de campo a
"girar" alrededor de un punto. Se define como:

rot(F) =V xF

El resultado es otro campo vectorial que representa la magnitud y direccién del giro
en torno a un punto especifico.

Interpretacion Geométrica:
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Direccién del Giro: La direccion del rotacional se determina mediante la regla de
la mano derecha, donde los dedos apuntan en la direccidn del giro y el pulgar indica
la direccion del vector rotacional.

Rotacién Cero: Un rotacional igual a cero implica que no hay rotacién en esa
region; las lineas de campo son rectas o paralelas.

Aplicaciones Fisicas

Electromagnetismo: En electromagnetismo, la divergencia del campo eléctrico
esta relacionada con la densidad de carga, mientras que el rotacional del campo
magnético esta relacionado con las corrientes eléctricas.

Mecanica de Fluidos: En fluidos, la divergencia puede indicar si un fluido se esta
expandiendo o contrayendo, mientras que el rotacional puede describir patrones de
vorticidad dentro del fluido.

Teoria de Campos: Ambos conceptos son esenciales para formular las ecuaciones
de Maxwell y otras teorias fisicas que describen como interactuan los campos con
la materia.

Problema: Calcular la divergencia del campo vectorial f = x2,y?, z2

Definicién de la Divergencia:

La divergencia de un campo vectorial F=(P,Q,R) se define como:

Aplicacién a nuestro campo:
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Calculo de las derivadas parciales:

Sustitucion en la féormula de divergencia:

div(F) = 2z + 2y + 2z

Por lo tanto, la divergencia del campo vectorial es:

div(F) =2(z+y+ 2)

Problema: Calcular el rotacional del campo vectorial F=(yz,xz,xy).

Definicion del Rotacional:

El rotacional de un campo vectorial F=(P,Q,R) se define como:
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rot(F) =V xF =

Identificacion de componentes:

Calculo del determinante:

Al calcular el determinante, obtenemos:

1 0 O

rot(F)=(0 1 0|=3(0-0)—7(0—-0)+k(z—y)
Yz TZ TY

Resultado Final:

Por lo tanto, el rotacional del campo vectorial es:

rot(F) = (0,0, — y)

5.10 Teoremas de integrales.

Los teoremas de integrales son principios fundamentales en el calculo integral que
describen las propiedades y aplicaciones de las integrales.
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Teorema Fundamental del Calculo

Este teorema conecta las operaciones de derivacion e integracion y se divide en
dos partes:

Primera Parte: Afirma que si una funcién f es continua en un intervalo [a, b],

entonces la integral de f desde a hasta b se puede encontrar evaluando una funcion
antiderivada de f en los extremos a y b:

b
J. f() dx = F(b) — F(a)

donde F es una antiderivada de f.

Segunda Parte: Establece que si F(x) es una funcién definida como la integral de
f(t) desde un punto fijo aa hasta x, entonces F es diferenciable y su derivada es f:

F(x) = [ f(t)dt

2. Teorema de la Integral de Sustitucion

También conocido como el Teorema de Cambio de Variable. Este teorema permite
simplificar el calculo de integrales utilizando una sustitucién adecuada:

g(b)

P fwydu= [ flg(x)g () dx

g(a)

Aqui, gg es una funcion diferenciable y u=g(x)u = g(x).

3. Teorema de la Integral por Partes

Este teorema es util para integrar productos de funciones. Se expresa como:

]: u(x)v (x) dx = ['l--'-(i’*f)'i-i'(x)]zr — Jj u (x0)v(x) dx
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donde u y v son funciones diferenciables.

Aplicaciones

Teorema Fundamental del Calculo: Se utiliza para calcular integrales
definidas de manera mas eficiente, encontrando una funcion antiderivada en
lugar de sumar infinitesimales.

Teorema de la Integral de Sustitucién: Simplifica integrales complicadas al
cambiar la variable de integracion.

Teorema de la Integral por Partes: Ayuda a encontrar la integral de
productos de funciones, especialmente util en fisica y en problemas de
ingenieria.

Estos teoremas son herramientas fundamentales en el célculo que permiten
resolver una amplia variedad de problemas matematicos y aplicados en diferentes
campos como la fisica, la ingenieria, y la economia.

El teorema fundamental de las integrales de linea es una extension del teorema
fundamental del célculo, aplicado a campos vectoriales. Este teorema es una
herramienta poderosa en el calculo multivariable y se usa para evaluar integrales
de linea de campos vectoriales conservativos.

Teorema Fundamental de las Integrales de Linea
Definicion

Sea F un campo vectorial conservativo en una region abierta D de R™ y ¢ una
funcion escalar tal que F=V¢ (donde V¢ es el gradiente de ¢). Si C es una curva
suave desde a hasta b en D, entonces:

| F-dr=¢(b) - ¢(a)

Interpretacion
Interpretacion

Esto significa que la integral de linea de un campo vectorial conservativo a lo largo
de una curva solo depende de los valores de la funcion potencial ¢ en los extremos
de la curva. En otras palabras, la integral de linea de F desde a hasta b es igual al
cambio en la funcion potencial ¢ entre esos dos puntos.
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Aplicaciones

Fisica: En fisica, este teorema es fundamental para trabajar con campos de
fuerza conservativos, como los campos gravitacionales y eléctricos. Permite
calcular el trabajo realizado por una fuerza en un objeto que se mueve a lo
largo de una trayectoria.

Ingenieria: En ingenieria, se usa para analizar sistemas donde la energia
potencial cambia a lo largo de un camino especifico.

Matematicas: En matematicas, este teorema simplifica el calculo de
integrales de linea de campos vectoriales conservativos, evitando la
necesidad de parametrizar la curva.

Ejemplo

Considera el campo vectorial F(x,y)=(y,X) y la curva C que va desde (0, 0) hasta (1,
1). Primero, encontramos la funcion potencial ¢.

Sabemos que:

Integrando con respecto a x, obtenemos:
ax

o(xy)=xy+gQ»)

Ahora, derivamos ¢(X,y)=Xxy+g con respecto a y para igualarlo a x:

d :
@(xy+g(y))=x+g(y)=x
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De esto, deducimos que g'(y)=0, entonces g(y) es una constante que podemos
asumir como cero para simplicidad:

Entonces, aplicando el teorema fundamental de las integrales de linea

Jo Frdr=¢1,1) = $(0,0) = (1)(1) — (0)(0) = 1
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Conclusion

El estudio de las integrales en sus diversas formas y aplicaciones permite una
comprension profunda de fendmenos geométricos, fisicos y matematicos. A través
del analisis de areas e integrales dobles, iteradas y triples en coordenadas
rectangulares, polares, cilindricas y esféricas, se evidencia la capacidad del calculo
integral para adaptarse a diferentes contextos y resolver problemas complejos con
precision y eficiencia.

Por otra parte, la exploracién de los campos vectoriales, junto con conceptos como
la integral de linea, la divergencia y el rotacional, refuerza el entendimiento de
magnitudes dinamicas en el espacio. Estas herramientas, combinadas con los
teoremas fundamentales del calculo vectorial, ofrecen un marco poderoso para
modelar y analizar sistemas fisicos y matematicos, desde la mecanica de fluidos
hasta el electromagnetismo.

En conjunto, los temas abordados destacan la importancia de las integrales como
un puente entre la teoria matematica y su aplicacion practica, subrayando su papel
esencial en el desarrollo de soluciones innovadoras en ciencia e ingenieria. Este
recorrido reafirma el valor del calculo como un lenguaje universal para describir y
comprender el mundo que nos rodea.
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