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INTRODUCCION

Hoy en dia el célculo integral es una parte muy importante de las matematicas, ya
que nos permite resolver problemas relacionados con éreas, volimenes, longitudes
de curvas, y muchas otras situaciones reales. Conforme va aumentando la
complejidad de los problemas, también lo hacen las integrales que hay que resolver,
por lo que se han desarrollado diferentes métodos para poder abordarlas de manera

mas efectiva, siendo asi que sean mas sencillo de entenderlas y resolverlas.

En el presente trabajo vamos a enfocarnos en cuatro de los métodos mas utilizados
para resolver integrales complicadas: integracibn por partes, integrales
trigonométricas, sustitucion trigonométrica y fracciones parciales. Cada uno de
estos métodos tiene una logica diferente y se usa en situaciones particulares,
dependiendo de la forma que tenga la funcién que vamos a integrar. La idea es
explicar en qué consiste cada método, cuando conviene aplicarlo, y cdmo se realiza
paso a paso, todo acompafiado con ejemplos practicos que ayuden a entender

mejor su uso y aplicacion.

Por ejemplo, la integracion por partes es util cuando tenemos una multiplicacion de
funciones que no se pueden integrar facilmente con métodos basicos. En cambio,
las integrales trigonométricas requieren el uso de identidades para simplificar
expresiones con senos y cosenos. La sustitucion trigonométrica es muy Gtil cuando
en la integral aparece una raiz cuadrada con sumas o restas, y el método de
fracciones parciales nos permite descomponer funciones racionales en fracciones

mas simples que son mas faciles de integrar.

Lo que buscamos con esta investigacion es facilitar la comprension de estos
meétodos, explicando de forma sencilla como se usan y en qué situaciones se aplican

mejor.
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DESARROLLO
2.3.3 METODO DE INTEGRACION POR PARTES.
¢, Qué es la integracion por partes?

La integracion por partes es una técnica de célculo integral que invierte la regla del

producto de la derivada. Su formula general (derivada de la identidad (fg)' = f'g +

fg" )es:
[ udv = uv — [ vdu,

donde u y dv son funciones diferenciables de la variable de integracion. Es decir,

siu=f(x)ydv=g'(x)dxdv = g'(x)dx (conv = g(x)v = g(x)), entonces

Jfg (x)dx=f(x)a(x)-IF (x)g (x)cx.

Esta formula requiere que las funciones involucradas tengan derivadas continuas.
La ventaja del método es transformar la integral original en otra mas facil, al costo

de restar una nueva integral.

¢,Cuando aplicar el método?

La integracion por partes se aplica cuando el integrando es un producto (o cociente
transformable en producto) de dos funciones diferenciables. En particular, conviene
usarlo si podemos separar el integrando como u-dv de modo quedu y la
antiderivada v sean sencillas de calcular. En la practicauy vv deben tener

derivadas continuas.

Por ejemplo, es comun en integrales de formas como funciones polinémicas
multiplicadas por logaritmos, o exponenciales multiplicadas por trigopnométricas,
etc., ya que la derivacion del polinomio o logaritmo simplifica la expresion. Si no hay
un producto claro, puede intentarse escribir el integrando como f(x) - g'(x)dx e
identificar u = f(x), dv = g'(x) dxdv = g'(x)dx.

El método general consta de los siguientes pasos:
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1. Verificar que el integrando es un producto de funciones diferenciables (o

reorganizarlo para que lo sea).

2. Elegir uy dvdv. Segun el criterio LIATE se suele tomar u como la funcién
mas “fuerte” (logaritmica, inversa trig., algebraica, trig, o exponencial, por ese

orden) para simplificar al derivarla. El resto de la expresion es dv.
3. Calcular duy vv: derivar u para obtener du, e integrar du para obtener v.
4. Aplicar la férmula: sustraer la integral [ vdu de u vuv, es decir

[udv = uwv — [ vdu.

Esta eleccién estratégica de v busca que la nueva integral [vdu sea méas sencilla
que la original. En resumen, se elige v de modo que al derivarla el resultado sea

“mas simple” y se elige du de lo que queda para poder integrar facilmente.

¢Donde se aplica laintegracion por partes?

Entre los productos de funciones donde se aplica frecuentemente la integracion por

partes destacan:
« Funciones polinémicas x logaritmicas, por ejemplo [ xnln(x)dx
e Funciones exponenciales x trigopnométricas, por ejemplo:
[ e*cos(x)dx o [ e*sin (x) dx.

« Funciones polindbmicas x exponenciales, por ejemplo [ x™e* dx.

A continuacion, se resuelve un ejemplo paso a paso en cada caso:

Ejemplo 1: Integral de funcion polinédmica por logaritmica
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Calcular [ xIn(x)dx

1. Elegimos u = In(x) y dv = x dxdv = xdx. (La derivada de In(x) simplifica la

expresion, y es facil integrar x.) Entonces

du=§dxyv=fxdx=£

2

2. Aplicamos la férmula [ udv = uwv — [ vdu:

2 2
[ xln(x)dx = (In(x)) - % _ % - %dx.

3. Simplificamos la integral restante: x2_2 . %z E.Asi,
x? x x? 1
[ xin(x)dx = 71n(x) —f de = 7ln(x) — Ef xdx

2 2
4. Integramos [ xdx: [ x dx == [ xdx = =-. Por lo tanto,

2

xln(x)dx = %ln(x) —

2 2

1xz+c—xl X tc
272 =5 ) =7

donde C es la constante de integracion. Asi hemos resuelto el caso de un polinomio

por logaritmo.

Ejemplo 2: Integral de exponencial por trigonométrica
Calcular [ e*cos(x)dx.

1.Seal = [ e*cos(x)dx. Elegimos u = e* y dv = cos (x) dxdv = cos(x)dx.

Entonces du = e*dxy v = [ cos (x) dx = sin (x)v

2. Aplicamos la férmula: I = exsin(x) — [ sin(x)exdx.

Denotamos J = [ exsin(x)dx. Asi, I = exsin (x) —JI.

3. Ahora integramos J = [ e*sin(x)dx por partes: elegimos de nuevo

u =ex, dv = sin (x) dx.
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Entonces du = exdx, v = —cos (x)
Aplicando la formula:
J =e*(—cos(x)) — [ (—cos(x))e*dx = —e*cos(x) + [ e*cos(x)dx
Pero [ e*cos(x)dx = I.Luego ] = —e*cos (x) + 1
4. Sustituimos J en la expresion de I:
I = e*sin(x) — ] = e*sin(x) — (—e*cos(x) + 1) = e*sin(x) + e*cos(x) — I
Pasando I al otro lado: 21 = e*(sin(x) + cos(x)).

5. Despejamos I:
ex
I =[e*cos(x)dx = 7(sin(x) + cos(x)) + C

Este es el resultado de la integral. La clave fue aplicar integracién por partes dos

veces y resolver la ecuacion lineal resultante en 1.

Ejemplo 3: Integral de funcion polinédmica por exponencial
Calcular [ x%e*dx.

1.Seal = [ x?e*dx. Elegimos u = x? (polinomio) y dv = e*dx (exponencial).

Entonces du = 2xdxyv = [ e* dx = e*.
2. Aplicando la férmula:

I =x%e* — [ (e¥) - (x®)dx = x?e* — 2[ xe*dx
Denotamos K = [ xe*dx. Asi, I = x*e* — 2KI.
3. Para K = [ xe*dx, aplicamos de nuevo partes: tomamos
u=x, dv =e*dv = e*dx. Entonces du = dx, v = e”*.

La férmula da:
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K =xe* — [e*dx = xe* —e*+C
4. Sustituimos K en la expresion de I:
I = x%e* — 2(xe* — e¥) = x%e* — 2xe* + 2e* + C
Factorizamos:

[ x%e*dx = e*(x* —2x+2)+C

Este es el resultado de la integral de x2e*. En resumen, aplicamos integracion por

partes dos veces para reducir el grado del polinomio.
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2.3.4 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS QUE CONTIENEN POTENCIAS DEL
SENO, COSENO, TANGENTE Y SECANTE.

¢ Qué tipo de integrales se pueden resolver por este método y cuales son las

identidades trigonomeétricas que se utilizan en este método?
Las integrales trigonométricas que involucran potencias de seno, coseno, tangente

y secante se resuelven con métodos especificos segun la paridad de los exponentes

y las identidades trigonométricas aplicadas:
1. Integrales con potencias de seno y coseno

Caso 1: Exponente impar en seno 0 coseno
Si uno de los exponentes es impar [ sin®x - cos?x dx, Se separa una potencia impar
y se usa la identidad pitagérica sin®x + cos?x =1 para reescribir el término

restante. Luego se aplica sustitucion.

Ejemplo:

[ cos3x dx = [ (1 - sin®x)cos x dx,conu = sin x

Caso 2: Exponentes pares en ambos

Si ambos exponentes son pares, se usan identidades de angulo mitad:

., 1—cos*x 5 1+ cos?x
sin®x = ———— ycos’x = ————

2. Integrales con potencias de tangente y secante

Caso 1: Exponente par en secante
Se separa sec’x y se usa la identidad sec?x =1+ tan?, seguido de

sustitucion u = tan x

Caso 2: Exponente impar en tangente. Se separa sec x tan x y se emplea tan?x =

sec?x — 1, con sustitucion u = secx.
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Identidades clave
« Pitagoricas:
sin?x + cos?’x =1, 1 + tan? x = sec® x

« Angulo mitad:

P2 2
SIn“x = ———, CoS“Xx =
2 ’ 2

1 — cos®x 1+ cos2x

Estos métodos permiten transformar integrales complejas en formas polinébmicas

integrables mediante sustitucion simple.

¢Cudles son las tres estrategias para evaluar integrales que contienen

potencias del seno y coseno?
Las integrales que involucran potencias de seno y coseno se resuelven mediante
tres estrategias clave, dependiendo de la paridad de los exponentes:

1. Potencia impar en seno

Estrategia: Separar un factor sin x, usar sin’x = 1 — cos?xy sustituir u = cos x

Ejemplo:
[ sin®x - cos?xdx = [ sin?x - cos?x - sinxdx = [ (1 — cos?x)cos?x - sinxdx

Sustitucion: u = cos x, du = —sin x dx:

3 5

udl u cos®x cos®x
—J (1 —uuldu=—[ (u? —u*)du = —g g HC=-

3+5

2. Potencia impar en coseno

Estrategia: Separar un factor cos x, usar cos?x = 1 — sinx y sustituir u = sinx.

Ejemplo:

[ cos®xdx = [ cos*x - cosxdx = [ (1 — sin?x)? - cosxdx
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Sustitucion: u = sinx, du = cos x dx:

2sin3x n sin®
5

X

+C

3 5
f(l—uz)zduzf(1—2u2+u4)du=u—2%+u?+C=sinx—

3. Ambas potencias pares

Estrategia: Usar identidades de angulo mitad:

) 1-cos2x 2 1+cos2x
Sin~x = 2 ,CO0S™X = >

Ejemplo:

14+cos2x
2

[ sin?x - cos?xdx = | (1_Cgszx)( Ydx = %f (1 — cos?2x)dx

Aplicar identidad nuevamente a cos?2x

SJa-

1+cos4x 1 x sin4x
> )dx—gf(l—cosélx)dx—g— o~ +C

Identidades clave:
e sin’x +cos’x=1

“ . . 1—cos2x 14+cos2x
« Angulo mitad: sin?x = — cos’x = —

¢Cuadles son las cinco estrategias para evaluar integrales que contienen

potencias de la tangente y la secante?

Las integrales que contienen potencias de tangente y secante se resuelven con
cinco estrategias principales, segun la paridad de los exponentes y las identidades

trigopnométricas usadas:
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1. Exponente par en secante

Estrategia: Separar un factor sec?x y usar la identidad sec?x = 1 + tan®x para
convertir el resto en potencias de tangente. Luego, sustituir u = tanx.

Ejemplo:

[ tan x sec* x dx

Separar sec? x:

[ tanx sec? x sec?x dx = [ tanx sec?x(1 + tan®x)dx

Con u = tanx, du = sec?xdx:

2 4 2 4
fu(1+u2)du=f(u+u3)du=u7+uT+C=ta%+t(a%+(]

2. Exponente impar en tangente

Estrategia: Separar un factor tanxsecx y usar tan’x = sec’x — 1 para convertir
potencias de tangente en  secante. Luego, sustituir u = secx.

Ejemplo:

[ tan3x sec5x dx

Separar tanxsecx:

[ tanx secx tan®x sec*x dx = [ tanxsecx(sec?x — 1)sec*x dx

Con u = secx, du = sec xtan xdx:

sec8x

8

Ju(sec’x — Dutdx = [u@W? — du = [ (W —u)du = ”?8 — ”Tf +C=

secx

6

+C
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3. Exponente impar en secante y tangente par o ausente

Estrategia: Usar integracion por partes, considerando que la derivada de tanx es
sec?x y la de secx es secxtanx.

Ejemplo:
[ sec3xdx
Se usa integracion por partes:
u = secx,dv = sec’xdx
Entonces:
du = secxtanxdx,v = tanx
La integral queda:

secxtanx — [ secxtan®xdx = secxtanx — [ secx(sec?x — 1)dx = secxtanx —

[ sec3xdx + [ secxdx
Despejando:
2[ secxdx = secxtanx + In | secx + tanx | +C

Por lo tanto:

1 1
[ sec3xdx = S secxtanx + Eln | secx + tanx | +C

4. Tangente con exponente par y secante con exponente impar

Estrategia: Convertir tan®x en sec?x — 1 en y usar integracion por partes para la
secante impar.

Ejemplo:
[ tan?*xsec3xdx

Convertir:
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[ (sec?x — 1)sec®xdx = [ sec®xdx — [ sec3xdx

Ambas integrales se resuelven por partes como en el caso anterior.

5. Tangente y secante con exponentes pares
Estrategia: Usar identidades para reducir potencias:
tan’x = sec?x — 1,sec’x = 1 + tan®x

y luego sustituir para simplificar

Ejemplo:
[ tan?xsec?xdx
Sustituir tan?x = sec?x — 1:

[ (sec?x — 1)sec?xdx = [ sec* xdx — [ sec?xdx

integral.

La integral de sec?x es directa, y la de sec* x se puede resolver usando reduccion

de potencias o integracion por partes.

Estas cinco estrategias permiten abordar la mayoria de integrales con potencias de

tangente y secante de forma sistematica y eficiente.
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2.3.5 METODO DE SUSTITUCION TRIGONOMETRICA.

Exploramos las integrales que contienen expresiones de la forma +Va? — x2,

Va? +x2 y Vx2 —a?, donde los valores de a son positivos. La técnica de la
sustitucion trigonométrica es muy Util para evaluar estas integrales. Esta técnica

utiliza la sustitucidn para reescribir estas integrales como integrales trigopnométricas.

Integrales que implican va? — x2

Antes de desarrollar una estrategia general para las integrales que contienen

Va? — x2 considere la integral [v9 — x2 dx. Esta integral no puede evaluarse con
ninguna de las técnicas sobre las que hemos hablado hasta ahora. Sin embargo, si
hacemos la sustitucion x = x = 3sen0, tenemos dx = 3cos0d0. Después de sustituir

en la integral, tenemos

V9 —x2 dx = [ /9 — (3sen0)? 3cos0dO.

Tras simplificar, tenemos

[Vo9—x2dx= [ 31— sen?0 cos0do0.
Supongamos que 1 — sen?0 = cos?0, ahora tenemos
[V9—=x2dx = [cos? 0cos0do.

Suponiendo que cos 0 > 0, tenemos
[V9— x2dx= [9cos?0dO0.

En este punto, podemos evaluar la integral utilizando las técnicas desarrolladas para

integrar potencias y productos de funciones trigopnométricas.

Integracién de expresiones que implican va? + x?

pag. 15




Para las integrales que contienen Va2 + x2, consideremos primero el dominio de
esta expresion. Dado que VaZ? + x% se define para todos los valores reales de x,
limitamos nuestra eleccidon a aquellas funciones trigopnométricas que tienen un rango
de todos los numeros reales. Por lo tanto, nuestra eleccion se limita a seleccionar
x =atan0 o x = acot0. Cualquiera de estas sustituciones podria funcionar, pero
la sustitucion estandar es x = atan0 o, de forma equivalente, tan0 = x/a. Con
esta sustitucion, suponemos que — (it /2) <0 < m/2, por lo que también tenemos
0 = tan~! (x/a). El procedimiento para utilizar esta sustitucion se describe en la

siguiente estrategia de resolucién de problemas.

1. Compruebe si la integral se puede evaluar facilmente utilizando otro método.

En algunos casos, es mas conveniente utilizar un método alternativo.

2. Sustituya x = atan0 y dx = asec?0d0. Esta sustitucion da como resultado
Vaz+ x?2 = \/a? + (atan0)? = /a% (1 + tan?0) = Va’sec?0 =

lasecO| = asec0.  (Dado que —21 <0< g y sec0 > 0 en este intervalo,

|lasec0| = asecO0.)

3. Simplifique la expresion.

4. Evalte la integral utilizando las técnicas de la seccion de integrales

trigonométricas.

5. Utilice el triangulo de referencia de la Figura 1 para reescribir el resultado en

términos de x. Es posible que también tenga que utilizar algunas identidades

trigonométricas y la relacion 0 = tan™! (z) (Nota: El triAngulo de referencia
se basa en la suposicion de que x > 0; sin embargo, las razones
trigonométricas producidas a partir del triAngulo de referencia son las mismas

gue las razones para las que x < 0.
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tangé =

Q| X

Integracién de expresiones que implican vx2 — a?

Figura 1

El dominio de la expresion Vx? — a? es (—o, —a] U [a, +). Por lo tanto, o bien

x<-—a 0 x=a. Por lo tanto, E <-1 o0 %2 1. Dado que estos intervalos

corresponden al rango de sec 0 en el conjunto [0, g) U (§' ], tiene sentido utilizar

la sustitucion sec 0 = g 0, de forma equivalente, x = asec0, donde 0 < 0 < g 0

§< 0 < m. La sustitucion correspondiente para dx es dx = asecOtan0d0. El

procedimiento para utilizar esta sustitucion se describe en la siguiente estrategia

de resoluciéon de problemas.

1. Compruebe si la integral no se puede evaluar utilizando otro método. Si es

asi, podemos considerar la aplicacion de una técnica alternativa.

2. Sustituya x = asec0 y dx = asecO0tan0d0. Esta sustitucion da produce

VaZ— a2 = .(asec0)?2— a? = ,/a? (sec’0—1 = Va’tan?0 = |atanO|.

Para x > a, |atan0| = atan0 y para x < —a, |atan0| = —atan0.

3. Simplifique la expresion.

4. Evalte la integral utilizando las técnicas de la seccion de integrales

trigopnométricas.
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5. Utilice los triangulos de referencia de la Figura 2 para reescribir el resultado
en términos de x. Es posible que también tenga que utilizar algunas
identidades trigopnométricas y la relacion 0 = sec_l(z). (Nota: Necesitamos

ambos tridngulos de referencia, ya que los valores de algunas de las razones

trigonométricas son diferentes dependiendode six > ao x < —a.)

y (_a’,/xz_az) y
X X
secS—a,x>a sec6—a,x<—a
X —X
Wx2 - a? Vx2 — a2 \
0 a X —-a 0 X
XZ - aZ - XZ s aZ
seng = seng =
X% X
a a
cos@ = X cosf = X
X2 — a° —Vx? — a’
tan6 = tand =
a a
Figura 2

3 casos en los que se aplica este método.

El método de sustitucion trigopnométrica consiste en resolver integrales que
contienen términos de la forma:

a’? — x2
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Caso 1: Integrales de la forma: va? — x2

Figura 3

Podemos auxiliarnos con un triangulo rectdngulo como vemos en la figura, y
recordar un poco de trigonometria bésica, recordemos que en un triangulo

rectangulo:

Cateto opuesto

sin(0) = = 2 >a-sin0 =x

Hipotenusa
Podemos hacer la sustitucion

x=a-sin (0) (2)
Por otro lado:

Cateto adyacente va2- x2
cos(0) = Hipotormsa — & = a’?— x2=a-cos(0) (2

Estas son las sustituciones que debemos de hacer para integrales del tipo Va2 — x2,
en este punto talvez pueda ser un poco confuso de utilizarlas, asi que veamos el

ejemplo siguiente.

f dx
x2V9 — x2
Vemos que lo que esta adentro de la raiz es similar al del caso (1), por lo que

podemos hacer la siguiente figura:
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O

Figura 4

De la figura (2) y de la relacion (1), podemos escribir:
> = sin(0) = x = 3sin(0) = dx = 3 cos(0) 0
Elevamos al cuadrado la variable x como:
x? = 9sin? (0)

Por otro lado, utilizando la relacion (2) tenemos que:

9T_x2 = cos(()) =49 — x2 = 3cos (0)

Asi sustituimos estas variables en la integral obteniendo lo siguiente:

3 cos(0)do 1 f 1

9 J sin%(0)

dx 1
f x2v/9 — x2 f9sin2(0)3cos @ 9 9fcsc ()

La resolucion de esta integral se utiliza los métodos de integrales trigopnométricas

vistos en esta entrada, por lo que:
1 ) 1
5[ csc“(0)d0 = 5(_ cot(0)) +C

Volvemos a la variable original x, reescribimos a la funcién cotangente como:
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Con los cambios de variable que hicimos, tenemos que:

0 55 v
_cos T3 —x
cot(0) = sin (0) X x
3

Asi la resolucion de la integral es:

f dx . 1V9—x? .

NI
Caso 2: Integrales de la forma Vx% — a?
X
x2 _ a2

Figura 5

Analogamente, nos auxiliamos de un triangulo rectangulo como vemos en la figura

5, recordamos que:

1 Hipotenusa X
sec(0) =

cos (0) Cateto adyacente a
Podemos hacer la sustitucion:

x = a-sec (0) 3)
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Por otro lado:

2_ g2
tan(0) = o PUSD _ VX% 3T —gZ=q-tan (0) (4)

Cateto adyacente

Por lo que estas son las sustituciones que debemos hacer en este caso, veamos un

ejemplo.
f dx
V25x%2 — 4
Nos fijamos en el radicando y notamos que es similar al caso (2), pero vemos que

tenemos un problema con el nimero que va multiplicando x?, ya que se quiere que

sea de la forma: Vx2 — a2, por lo que podemos rescribir el radical como sigue:

24

V25x2 — =\/25(x2—i =5\/x2—<§>2 (5)

Asi podemos hacer la siguiente figura:

5.xZ — (2/5)2

(S I\

Figura 6

De la figura (6) y de la relacion (3), hacemos la sustitucion:
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2 2
X = Esec(O) =>dx = Esec(O)tan(O)dO

Por otro lado, utilizando la relacion (4), tenemos que:

xz_(z

2
fs = tan(0) = \/xz — (g) 2 = gtan (0)
5

Sustituyendo en la integral tenemos que:

f dx f %sec(O) tan (0)
V2522 —4 5 (% tan(O))

1
do = = f sec(0)doO
Recordemos que el 5 que esta multiplicando en el divisor viene de la relacién (5).
Sabemos que la solucion de esta integral esta dada como:
j sec(0)d0 = In |sec (0) + tan(0) + C

Por lo que:

1 1

Ef sec(0)do0 = Eln | sec(0) + tan(0) + C

Volviendo a la variable original x, el resultado de la integral es:

5 2

f dx 1, |52 xz—(g)z P
—_ = -ln| - —
V25x2 -4 5 2 2
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Caso 3: Integrales de la forma vVx? + a?

Figura 7

Analogamente, nos auxiliamos de un triangulo rectadngulo, como se muestra en la

figura (7), sabemos que:

tan(0) Cateto opuesto X
an(0) = = —
Cateto adyacente a

Podemos hacer la sustitucion:
x =a-tan (0) (6)

Por otro lado:

sec(0) =

=>Vx?+a? =a-sec(0) (7)

1 Hipotenusa _ Vx?+a?
a

cos (0) " Cateto adyacente -

Veamos el siguiente ejemplo para ejemplar este caso.

[

3
x2+1)2

Podemos expresar el integrando de la siguiente forma:
f dx f dx
(x2+1) (Vx2+1)3
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Figura 8

Vemos que es igual al caso (3), por lo que nos ayudamos de la figura (8) y utilizando
la relacion (6), tenemos que:

x
= tan(0) = dx = sec?(0)d0

=

Por otro lado, utilizando la relacion (7), se tiene que:

vxZz+1
= sec(0) = (Va2 + 1) 3 = Va2 +1 = sec3(0)

Sustituyendo en la integral tenemos que:

dx sec?(0)do 1 B o
f (x2 + 1)% ) j sec3(0) jsec (0) 0 = fcos(o) d0 = sin0 + C

Para regresar a la variable x volvemos a auxiliarnos de la figura (8), recordemos

que:
. Cateto opuesto X
sin(0) - =
Hipotenusa VaZz 1
Asi:

J dx B X +e
(x2_|_1)% Vx2 + 1
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2.3.6 METODO DE FRACCIONES PARCIALES.
¢Qué es el método de fracciones parciales?

Es una técnica para integrar funciones racionales, es decir,

cocientes de polinomios:

Doénde P(x) y Q(x) son polinomios, y el grado de P(x) es menor que el de Q(x). Si

no es asi, primero hay que hacer una division polinémica.

La idea es descomponer la funcion racional en sumas de fracciones mas simples

(fracciones parciales) que sean faciles de integrar.

¢, Qué tipo de integrales se pueden resolver?

Este método se usa para integrar funciones racionales donde el denominador Q(x)
se puede factorizar en factores lineales o cuadraticos reales. No funciona

directamente si hay raices irreducibles de grado mayor. Por ejemplo:

J" 2z+3 da

r2—1r—2

Tipos de descomposicion
1. Factores lineales diferentes

SiQ(x)=(x-a)(x-b)conraices distintas a y b:
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Pz) A |, B
Q(z) = z—a ' z—b
Ejempilo:
5z+1 3,
f m2f2:1:—3 d:
Resuelve:

22 +2c—3=(x+3)(z—1)
Factoriza:
2 +2x—3=(z+3)(z—1)

Plantea:

e+l _ A | B
(z+3)(z—1) — =+3 z—1
Multiplica por (x +3)(x-1):
br+1=A(z—1)+ B(z +3)

Resuelve el sistema:

A+B=5
—A+3B=1
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De la primera:B=5- A

Sustituye:

_A+3(5-A) =1
~A+15-34=1
—4A+15=1
—4A=-14
A=35 B=15

Integra:

[ Fhrmde =355 +15[ 5

=35n|z+4+3|+15n|z-1|+C

2. Factores lineales y repetidos

SiQx)=(x+a)m

Ejemplo:

Resuelve:

b} (2“? dzx
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Plantea:

2¢4+3 A B
1t — 711 @)

Multiplica por (x - 1)
2r+3=A(zx— 1)+ B
Sustituye x = 1:
2(1)+3=A0)+B = 5=8
hora despeja A sustituyendo B = 5:
2e+3=A(zx—1)+5
2c+3—-5=A(x—1)
20 —2=A(x —1)
A=2
Integra:
2z+3 _ 2 )
f (z—1)2 dzr = f Edw T f (z—1)2 dx
=2njz -1 -2 +C
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3. Factor cuadratico irreducible

Si Q(x) tiene un factor cuadratico sin raices reales ( x2 + bx + c):

P(z) _ _Axz+B
Q(z) = z2+bz+c

Ejemplo:
Resuelve:
z+1
f r24+4 dx
Plantea:

Az+B .
x2+4+4 -

| Fde + [ Hde

Ya estd en la forma

Integra:

= 2 In(z* + 4) +  arctan (%) + C

4. Factor cuadratico repetido

SiQ(x)=(x2+bx+c)
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P(z) _ Az+B + ( Ayz+By -

Q(z) = z2+bz+c z2+bx+c)?
Ejemplo:
Resuelve
J" x +1
(z2+41)2
Plantea:
r°+1 _ Ax+B B
(z2+1)2 — 22+1 ' (2?+1)?

Multiplica por ( x2 + 1)

2+ 1= (Az+B)(z?+1)+C

Expande:
z?+1=(Ax® + Az) + (Bz* + B)+ C
Agrupa términos:

2+ 1= Az’ + Bz?+ Az + (B+ C)
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Igualamos coeficientes:

e Coef. 2% A =0
e Coef.22: B =1

e Coef.2z: A =0

Constante:

B+C=1—=14C=1 — C=0

z°+1 _ x+l
(z2+1)2 241
Integra:

— arctanz + C
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CONCLUSION

Posteriormente de revisar los métodos de integracion por partes, integrales
trigonométricas, sustitucion trigopnométrica y fracciones parciales, podemos darnos
cuenta de que cada uno de ellos es clave para resolver diferentes tipos de integrales
que, a simple vista, pueden parecer muy complicadas. Aunque al principio estos
métodos pueden parecer dificiles de aplicar, con una buena explicacion y practica

constante se vuelven mucho mas comprensibles y manejables para todos nosotros.

A lo largo del desarrollo de nuestra investigacion se explicé en qué consiste cada
técnica, cuando es mas conveniente utilizarla y como aplicarla paso a paso. Los
ejemplos practicos que se incluyeron ayudan a demostrar que, aunque estos temas
requieren atencién, no son imposibles de entender. Mas bien, todo es cuestién de
familiarizarse con los procesos, reconocer los distintos tipos de funciones y aplicar

la estrategia adecuada en cada caso.

Ademas, comprender a fondo estos métodos de integracion resulta especialmente
valioso para quienes cursamos la carrera de Ingenieria en Informatica, ya que las
matematicas forman parte fundamental de nuestra formacion. La capacidad de
resolver integrales utilizando distintas estrategias no solo fortalece nuestras
habilidades analiticas, sino que también nos prepara para abordar problemas mas
complejos en areas como el procesamiento de sefales, algoritmos numéricos,

inteligencia artificial o graficos computacionales.

En conclusion, el dominio de estas técnicas de integracion representa una base
sélida para continuar con el estudio del célculo y su aplicacibn en el ambito
profesional. No se trata Unicamente de memorizar procedimientos, sino de
desarrollar una comprension profunda del porqué de cada método y saber elegir la

estrategia adecuada en cada situacion.
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Férmula 8

Un+1

Formula: [ U"dU = +c

n+1

Ejercicios 1: Calcular la integral: [(3x-2)4dx
Solucién:

Identificar u y du:
u= 3x-2 du=3dx — dx= d?u

Reescribir la integral en términos de u:

d 1
x—2)tdx = [ut e =2 [ utdu
J@x=2)tdx = Jute—=3

Aplicar la férmula de integracion para potencias:

n+!

[utdu = ¢

+C
n+1

Aqui, n=4, entonces:

fu4du=u—+C

5
Sustituimos y simplificamos:
1f i 1 u5+C_u5+C
g/ W =3 e T T s
Finalmente, sustituimos u= 3x-2:
(3x —2)°
[ @Bx—2)*dx=—-"—+C

15




Ejercicio 2: Calcular la integral: | (5x+4)3dx
Solucién:

Identificar u y du:
u= 5x+4 du=5dx — dx= d?u

Reescribir la integral en términos de u:

d 1
[ (5x + 4)3dx = fu3-?u=§fu3du

Aplicar la férmula de integracion para potencias:

n+!

+C

u
ndu =
Jurdu n+1

Aqui, n=3, entonces:

fu3du=uT+C

Sustituimos y simplificamos:

uwtdu=t Yo=Y e
5/ VTS TE T
Finalmente, sustituimos u= 5x+4:
5x — 4)%
[ (5x — 4)3dx =¥+C

20




Ejercicios 3: Calcular la integral: | x(2x+1)*dx
Solucion:

Identificar u y du:
u= 2x+1 du=2dx — dx= dz—u

Despejamos x en funcion de u:

u—1
u=2x+1—>x=T

Reescribir la integral en términos de u:

u—l) 4 du u—1 du
u . . . =

fx(2x+1)4dx=f< 5

Simplificamos:

= %f W® —udu = %(f uSdu — [ u*du)

Aplicar la férmula de integracion para potencias:
un+1

+C
n+1

[utdu =
Calculamos cada integral:
u6
e [ubdu= —+C

5
. fu4du=u?+C

Sustituimos y simplificamos:




Volver a la variable original: u= 2x+1

Finalmente, obtenemos:

2x + 1)6 (2x + 1)°

4 —
[x(2x + 1) dx—( o 20 +C
Ejercicios 4: Calcular la integral: [(7x-3)2dx
Solucién:
Identificar u y du:
u= 7x-3 du=7dx — dx= dTu
Reescribir la integral en términos de u:
du 1
[ (7x —3)%dx = fu207=7fu2du

Aplicar la férmula de integracién para potencias:

+1
un

n+1

[utdu = +C
Aqui, n=2, entonces:

3
fuzdu=§+C




Sustituimos y simplificamos:

fuwtdu=s-tc=2tc
W= TR T
Finalmente, sustituimos u= 3x-2:
5 (7x — 3)3
f(7x—3) dx=T+C

Ejercicio 5

Calcular:

f (2x + 3)* dx

Solucién paso a paso:

1. Definir la sustitucion:
Sea

u=2x+3

2. Calcular el diferencial du:

du
du=2dx = dx=7

3. Reescribir la integral en términos de u:
du 1
f (2x+3)4dx=fu4-7=§f u? du

4. Aplicar la férmula de la integral de potencia:




u4—+1 5
4 —_——
f u*du 4_|_1+C 5+C
Por lo tanto,
1f iy 1 u5+C_u5+C
2) YT ST T
5. Sustituir u = 2x + 3 de nuevo:
2x + 3)°
f (2x+3)4dx=g+6'
10
Formula 9

Formula: [ eVdu =e* + ¢
Ejercicio 1

Calcular: [ e®**1dx

Solucién paso a paso:
Identificamos la funcién dentro del exponente: u=3x

Calculamos du:

du
du=3dx—>dx=?

Reescribimos la integral en términos de u
du 1
fe3xdx=fe“-?=§fe“du

Aplicamos la formula bésica:




Sustituimos u=3xu=3x:

Ejercicio 2

Calcular: [ e 5*dx
Solucién paso a paso:
Definimos u=-5x

Calculamos du:

Reescribimos la integral:

Aplicamos la formula:

Sustituimos u:

1 1
5fe“du=§e“+c

1
[ e¥*dx = §e3x +C

du
du=—5dx=>~dx=_—5
d 1
fe‘5xdx=fe“-—u=——fe“du
-5 5
1[ Udu = ! Uy C
z el du = 5e

1
[e5%dx = —ge‘sx +C




Ejercicio 3
Calcular: [ x - eX2dx
Solucion paso a paso:
1. Identificar la sustitucion:
o Sea u=x2
2. Calcular el diferencial:

d
« du=2xdx=, entonces dxzi

Reescribir la integral en términos de u:

d
[xeeX’ dx = fxoe“oz—;l

Simplificamos la expresion:

d 1
fxoe“oz—;l:Efe“du

Aplicar la férmula basica de integracion:

1
fx-exzdxzzexzﬂ—c

Por lo tanto, la solucion de la integral es:

2

1
fx-e"zdx=§eX +C




Ejercicio 4
Calcular:

2+7X
d

[ (2x + 7)e* X

Solucién paso a paso:
1. Definimos la sustitucion

u==x*+7x

2. Derivamos para obtener du:

du = (2x + 7)dx

3. Observamos que (2x+7)dx = du, por lo que la integral queda:

[ e"du

Aplicamos la férmula bésica:

[etdu=e"+C

Sustituimos u de nuevo:

[ (2x+ 7)eX’*7xdx = X'+ X 4 C




Ejercicio 5

Calcular:

f 85x+2 dx

Solucién paso a paso:
1. Definir la sustitucion:

Sea

u=5x+2

2. Calcular el diferencial du:
du
du=5dx = dx = =
3. Reescribir la integral en términos de u:

f e5x+2dx=fe”-d?u=%f e* du

4. Aplicar la formula de la integral:
f edu=e“+C

Por lo tanto,

[ = tonsc
5 e u—se

5. Sustituir u = 5x + 2 de nuevo:

f eSx+2 dx = %e5x+2 +C




Férmula 10

Formula: [ %z Inu+cC

Ejercicio 1

Calcular:

Solucién paso a paso:

1. Identificamos la integral: [ idx.
2. Reconocemos que el integrando es % por lo que podemos tomar u = x.
3. Entonces, du = dx.
4. Laintegral queda:
1
J —du=1In |u|+C
u
5. Sustituimos u = x:
dx
f —=1In |x|+C
X
Ejercicio 2
Calcular:

f 2x d
x2+1 x

Solucidn paso a paso:




1. Observamos el denominador x? + 1y el numerador 2x, que es la derivada

del denominador.

2. Definimos la sustitucion:

u=x2+1
3. Derivamos para encontrar du:
du = 2x dx
4. Despejamos dx:
dx = du
x= 2x

5. Reescribimos la integral usando la sustitucion:

2x 2x 2x du 1
[T - -
u u 2x u

6. Integramos:

1
j —du=ln|u|+C
u

7. Sustituimos u = x% + 1:

2x 5
f x2+1dx=ln [x“+ 1|+ C

Ejercicio 3

Calcular:

[ w5
5x+3x

Solucién paso a paso:

1. Observamos que el denominador es 5x + 3.




2. Definimos la sustitucioén:

u=>5x+3
3. Derivamos para encontrar du:
du =5dx
4. Despejamos dx:
dx = du
*=5

5. Reescribimos la integral:

6. Integramos:

1
f —du=ln|u|+C
u

7. Sustituimos u = 5x + 3:

5
f 5x_i_gdx—ln|5x+3|+C

Ejercicio 4

Calcular:

X
f x2_4dx

Solucién paso a paso:

1. Observamos que el denominador es x? — 4 y el numerador es x, que es parte

de la derivada del denominador.

2. Definimos la sustitucion:




u=x%*-4

3. Derivamos para encontrar du:

du = 2x dx
4. Despejamos x dx:
dx = du
X ax = )

5. Reescribimos la integral:

X 1 1 du 1 1
f —dxzf —-xdxzf —-—=—f —du
u u u 2 2) u
6. Integramos:

1Jld—ll +C
5| 2 u—2n|u|

7. Sustituimos u = x? — 4:

j ¥ dx= il px?—dltc
P x—2n|x |

Ejercicio 5

Calcular:

CoS X
- dx
sSin x
Solucién paso a paso:

1. Observamos que el denominador es sin x y el numerador es cos x, que es la

derivada de sin x.
2. Definimos la sustitucion:

u = sin x




3. Derivamos para encontrar du:

du = cos x dx

4. Reescribimos la integral:

CcoSs X 1
f - dx = f —du
sin x u

5. Integramos:

1
f —du=1Iln|u|+C
u

6. Sustituimos u = sin x:

CoS X _
J - dx =1In |sin x|+ C
sin x

Formula 11

Féormula: | senudu = —cosu + C

Ejercicio 1

Calcular:
f sin (3x) dx

Solucién paso a paso:

1. Definimos la sustitucion:

2. Derivamos para obtener du:

du=3dx = dx=?




3. Reescribimos la integral en términos de u:

) ) du 1 )
f sm(3x)dx=f smu-?=§f sin u du

4. Aplicamos la férmula basica:

1 1 1
§f sin udu=§(—cos u)+C=—§cosu+C

5. Sustituimos u = 3x:

1
J sin (3x) dx = —gcos (Bx)+C

Ejercicio 2

Calcular:

f sin (2x + 5) dx

Solucién paso a paso:
1. Definimos:

u=2x+5

2. Calculamos du:

du
du=2dx = dx=7

3. Reescribimos la integral:

du 1
f sin(2x+5)dx=f sinu-7=§f sin u du

4. Aplicamos la formula:

1 1 1
Ef sin uduzz(—cos u)+C=—§cosu+C




5. Sustituimos u:

1
f sin (2x + 5) dx = —Ecos (2x+5)+C

Ejercicio 3

Calcular:
f xsin (x?) dx

Solucién paso a paso:

1. Definimos:

2. Calculamos du:

du =2xdx = xdx=7

3. Reescribimos la integral:

) ) du 1 )
j x51n(x2)dx=J smu-—=—J sin u du

2 2

4. Aplicamos la férmula:

1
2

5. Sustituimos u;:

1
f xsin (x?) dx = > cos (x®)+C

1 1
—J sin udu=§(—cos u)+C=—§cosu+C




Ejercicio 4:

Calcular:

f sin (4x) dx

Solucién paso a paso:
1. Definimos la sustitucion:
u=4x
2. Calculamos el diferencial:

du
du =4dx = dx=T

3. Reescribimos la integral en términos de u:

du 1
f sin(4x)dx=f sinu-Tzzf sin u du

4. Aplicamos la férmula basica:
1f in udu = ! +C = ! +C
2 sin u u—4( CoS U) = 4cosu

5. Sustituimos u = 4x:

1
f sin (4x) dx = —70s (4x) +C

Ejercicio 5

Calcular la integral:

f sin (x) - cos (2x) dx




Paso 1: Aplicar férmula de producto a suma

Recordemos la férmula:

sin Acos B =

N =

[sin (A + B) + sin (A — B)]
Aplicandocon $A=x$y$B=2x$:

sin (x)cos (2x) = = [sin (x + 2x) + sin (x — 2x)] = %[sin (3x) + sin (—x)]

N =

Pero sin (—x) = —sin x, asi que:

N[ =

sin (x)cos (2x) = = [sin (3x) — sin x]

Paso 2: Reescribir la integral
1
f sin (x)cos (2x) dx = f > [sin (3x) — sin x] dx

10 . 10 .
=§J sm(3x)dx—§f sin x dx

Paso 3: Integrar cada término usando [  sin udu = —cos u + C
e Para [ sin (3x) dx, hacemos sustitucién u = 3x, du = 3dx, entonces:
) 1
f sin (3x) dx = —§cos (Bx)+C
e Para| sin xdx:

f sin xdx = —cos x + C

Paso 4: Sustituir resultados
1/ 1 1
f sin (x)cos (2x) dx = > (—gcos (3x)> —5 (—cos x) +C

1 1
= —gcos (3x) +§cos x+C




Respuesta final

1 1
f sin (x)cos (2x) dx = — g €08 (3x) + 5 C0s X +C

Férmula 12
Formula: [ cosudu = senu + C
Ejercicio 1:
5x
fcosT dx
. 5x
Setiene u = "
Se calcula
du _ 5
dx 4
Se despeja el diferencial dx
4du d
c = X
Se realiza el cambio de variable
5x 4du 4 4
fcosrdx = fcosuT = Ef cosudu = gsenu +C

f Sxd _4 5x+C
cos4 x—ssen4

_4 5x+C
y—ssen4




Ejercicio 2:

7x
fcos? dx
. 7x
Setiene u = ey
Se calcula
du 7
dx 3
Se despeja el diferencial dx
3du
— =dx

Se realiza el cambio de variable

7x 3du 3 3
fcos?dx = fcosuT = ;f cosudu = —senu +C

f 7xd _3 7x+C
cos 3 x—7sen 3

_3 7x+C
y—7sen 3

Ejercicio 3:
2x
fcos? dx
Se tiene u = z?x
Se calcula
du 2
dx 5
Se despeja el diferencial dx
5du
— =dx




Se realiza el cambio de variable

f Zxd —f 5du_5f d _5 +c
cos z x = | cosu > =3 cosudu = 2senu

f Zxd _5 2x+C

cos5 x—zsen5

_5 2x+C
y—zsen =

Ejercicio 4:
4x
—d
[ cos 3 dx
Setiene u = 4?’6
Se calcula
du _ 4
dx 3
Se despeja el diferencial dx
3du —d
1 X
Se realiza el cambio de variable
f 4xd —f 3du_3f J _3 +C
cos 3 x = | cosu 2 =1 cosudu = 4senu
f 4x dx = 3 4x +c
coS 3 X = 4867’1 3
3 4x

y =Zsen?+C




Ejercicio 5:

—d
[ cos - dx
Setiene u = 67x
Se calcula
du _ 6
dx 7
Se despeja el diferencial dx
7du —d
6 = ax
Se realiza el cambio de variable
f 6xd —f 7du_7f 4 _7 +c
coS 7 X = cosu 6 = 6 cosuau = 6senu

f 6xd _7 6x+C
cos 7 x—6sen 7

_7 6x+C
y—6sen 7

Férmula 13
Formula: [ tanudu = In(secu) + € = —In(cosu) + C
Ejercicio 1:
S5tan2xdx 5
| — = §f tan2xdx

Se tiene u = 2x

Se calcula




ax o C
Se despeja el diferencial dx
du _d
> = ax
Se realiza el cambio de variable
5ft2d—5ft du—51ft p
3 an2x x—3 anu2 —3(2) anudu

5 5
3 [ tanudu = gln(secu) +C

Stan2xdx 5
J —3 = gln(seCZx) +C

5
y = gln(sec2x) +C

Ejercicio 2:
6tan3xdx 6
[ ——— =—[ tan3xdx
5 5
Se tiene u = 3x
Se calcula
du _
dx
Se despeja el diferencial dx
du _d
3 = ax

Se realiza el cambio de variable

6ft 3xd —6ft du 6 1ft p
z anxx—5 anu3 —5(3) anudu




6 6
— [ tanudu = Eln(secu) +C

15
i 6tan3xdx 6 ] 3x) 4 C
z =1z n(sec3x)
_6 l 3x)+C
y = s n(sec3x)
Ejercicio 3:
4tandxdx 4
[ ———— = [ tan4xdx
7 7
Se tiene u = 4x
Se calcula
du _4
dx
Se despeja el diferencial dx
du —d
L =
Se realiza el cambio de variable
4ft 4xd —4ft du —41ft d
7 an4x x—7 anu— —7(4) anudu

4ft d —41 +C
58 anu u—28 n(secu)

i 4tandxdx 4 ] 4x) 4+ C
7 =78 n(sec4x)

4
y = ﬁln(secélx) +C

Ejercicio 4:

9tan5xdx 9
f — 5 = Zf tan5xdx




Se tiene u = 5x

Se calcula
du _c
dx
Se despeja el diferencial dx
du _d
T = x
Se realiza el cambio de variable
9ft 5d—9ft du_91ft p
> anbx x—2 anu c —2(5) anudu

9 9
— [ tanudu = Eln(secu) +C

10
i 9tan5xdx 9 ] Sx) 4 C
> =10 n(sec5x)
_ 2 l 5x) +C
Y=1o n(sec5x)
Ejercicio 5:
i 3tan6xdx B gft 6xd
3 =g/ tanbxdx
Se tiene u = 6x
Se calcula
du _
dx
Se despeja el diferencial dx
du _d
6 =dax

Se realiza el cambio de variable




3ft 6d—3ft du —31ft p
3 anxx—8 anu —8(6) anudu

6

3ft d —31 +C
18 anu u—48 n(secu)

3tanbxdx 3
8

/

= Eln(sec6x) +C

3
y = Eln(sec6x) +C

Formula

Formula: [ cotudu = In (senu) + C

Ejercicio 1:

14

3x
[ cot (T + 2)dx

Setieneu=%+2

Se calcula
du _ 3
dx 4
Se despeja a dx
4du _d
3 = ax

Se realiza el cambio de variable

3x 4du
[ cot (T-I_ 2) dx = fcot(u)T =

4 4
3 [ cotudu = 3 In (senu) +C




3x 4 3x
1] cot(T +2)dx = §ln [sen(T +2)]+C

4 3x
y = §ln [Sen(T +2)]|+C

Ejercicio 2:
4x
[ cot (? + 6)dx

Setieneu=%x+6

Se calcula
du _ 4
dx 9
Se despeja a dx
9du —d
4 =dax

Se realiza el cambio de variable

4x 9du 9 9
[ cot <— + 6) dx = [ cot(u) — = - [ cotudu = ~In (senu) + C
9 4 4 4
4x 9 4x
f cot(? + 6)dx = Zln [sen(? +1]+C

_2 B ac
y =2 n[senCe + 1)

Ejercicio 3:
X
[ cot (E + 1)dx

Setieneu=§+1




Se calcula

du x
dx 2
Se despeja a dx
2du
—=dx
X

Se realiza el cambio de variable

X 2du 2 2
fcot(§+ 1)dx—fcot(u)7—;fcotudu—;ln(senu)+€
f tC+1)d —Zl XiDl+c
co (2 )dx == n[sen(2 )]

_2 X rDl+cC
y =~ in[senG+ 1]

Ejercicio 4:
[ cot 6x+5 d
co (11 )dx

Se tiene u =6—x+ 5
11

Se calcula
du _ 6
dx 11
Se despeja a dx
11du _d
5 = ax

Se realiza el cambio de variable

6x 11du 11 11
[ cot (H + 5) dx = [ cot(u) e = ?f cotudu = ?ln (senu) + C




[ eotCE 4 5yax = 22 OF L5y +C
co (11 )dx = c n[sen(11 )]

= DnsenE 45y 4 ¢

Ejercicio 5:
2x
[ cot (? + 4)dx

Setieneuz%x+4

Se calcula
du _ 2
dx 3
Se despeja a dx
3du —d
> = ax

Se realiza el cambio de variable

2x 3du 3 3
[ cot (? + 4) dx = [ cot(u)T = Ef cotudu = Eln (senu) + C
2x 3 2x
1l cot(? + 4)dx = Eln [sen(? + 4]+ C

3 2x
y = Eln [sen(? +4)]+C




Férmula 15

Formula: | secudu = In (secu + tanu) + C

Ejercicio 1:
Integral:
[ sec(x)dx

Procedimiento:

Se tiene:

[ sec(x)dx

Se calcula directamente usando la férmula:
[ sec(w)du = In | sec(u) + tan(w) | +C
Como u=x, se aplica directamente:

In|sec(x)+ tan(x) | +C

Ejercicio 2:

Integral:

fsec(Zx) - 2dx

Procedimiento:
Se tiene:

fsec(Zx) - 2dx

Se realiza el cambio de variable:




u=2x=>du=2dx

Entonces:

fsec(Zx) - 2dx = .[sec(u)du

Aplicamos la férmula:
In|sec(u) + tan(u) | +C
Reemplazamos u por 2x:

In|sec(2x) + tan(2x) | +C

Ejercicio 3:
Integral:

f 3sec(3x)dx

Procedimiento:

Se tiene:

f 3sec(3x)dx

Sacamos la constante:

=3[ sec(3x)dx

Realizamos el cambio de variable:

3 d -
U =3x = dx =
3

Entonces:




3[ sec(3x)dx = 3 %f sec(w)du = [ sec(u)du

Aplicamos la férmula:
In|sec(u) + tan(u) | +C
Reemplazamos u por 3x:

In|sec(3x) + tan(3x) | +C

Ejercicio 4:

Integral:
fsec(Sx +1)-5dx

Procedimiento:

Se tiene:
fsec(Sx + 1) - 5dx

Realizamos el cambio de variable:
u=5x+1=du=5dx

Entonces:
fsec(Sx +1)-5dx = fsec(u)du

Aplicamos la formula:
In|sec(u) + tan(u) | +C
Reemplazamos u por 5x + 1:

In|sec(5x+1)+tan(5x+ 1) | +C




Ejercicio 5:
Integral:
[sec(4x-2)-4dx

Procedimiento:

Se tiene:

[sec(4x-2)-4dx

Realizamos el cambio de variable:
u=4x —2 = du = 4dx
Entonces:
[sec(4x—-2)-4dx=[sec(u)du
Aplicamos la formula:

In|sec(u) + tan(u) | +C
Reemplazamos u por 4x-2:

In|sec(4x —2) +tan(4x — 2) | +C

Férmula 16

Formula: [ escudu = In (cscu = cotu) + C

Ejercicio 1:
Integral:

[ esc(x)dx




Procedimiento:

Se tiene:

[ csc(x)dx

Se calcula directamente usando la férmula:
[ esc(u)du = In | csc(u) — cot(w) | +C
Como u=x, se aplica directamente:

In| csc(x) — cot(x) | +C

Ejercicio 2:
Integral:
[ csc(2x) - 2dx

Procedimiento:

Se tiene:

[ csc(2x) - 2dx

Realizamos el cambio de variable:
u=2x=>du=2dx

Entonces:

[ csc(2x) - 2dx = [ csc(u)du
Aplicamos la formula:

In|csc(u) —cot(u) | +C
Reemplazamos u por 2x:

In|csc(2x) — cot(2x) | +C




Ejercicio 3:
Integral:
[ 3csc(3x)dx

Procedimiento:

Se tiene:

[ 3csc(3x)dx
Sacamos la constante:
= 3 csc(3x)dx

Realizamos el cambio de variable:

=3x=>dx = 4
u=3x x ==
Entonces:

1

3[ csc(3x)dx = 3 §f csc(u)du = [ csc(u)du
Aplicamos la férmula:
In| csc(u) — cot(u) | +C

Reemplazamos u por 3x:

In|csc(3x) — cot(3x) | +C

Ejercicio 4:
Integral:
J csc(5x + 1) - 5dx

Procedimiento:
Se tiene;:




J csc(5x + 1) - 5dx

Realizamos el cambio de variable:
u=>5x+1=du=>5dx
Entonces:

[ csc(5x + 1) - 5dx = [ csc(u)du
Aplicamos la férmula:

In|csc(u) —cot(u) | +C
Reemplazamos u por 5x+1.:

Inlcsc(5x+1)—cot(5x+1) | +C

Ejercicio 5:
Integral:
[ csc(6x —2) - 6dx

Procedimiento:

Se tiene:

[ csc(6x —2) - 6dx

Realizamos el cambio de variable:
uU=6x—2=du==6dx
Entonces:

[ csc(6x —2) - 6dx = [ csc(u)du
Aplicamos la formula:

In|csc(u) —cot(u) | +C




Reemplazamos u por 6x-2:

In|csc(b6x —2)—cot(6x —2) | +C

Foérmula 17

Formula: [secz2udu=tanu+C

Ejercicio 1:
[ sec?(3x) dx

Solucién paso a paso:
Seau=3x=du=3dx=dx=du/3

| sec(u) * (1/3) du = (1/3) | sec?(u) du = (1/3) tan(u) + C
Resultado: (1/3) tan(3x) + C

Ejercicio 2:
[ 2 sec?(2x + 1) dx

Solucién paso a paso:
Seau=2x+1=du=2dx = dx=du/2

[ 2 sec?(u) * (1/2) du = | sec?(u) du = tan(u) + C
Resultado: tan(2x + 1) + C

Ejercicio 3:
| sec?(5x - 4) dx

Solucion paso a paso:
Seau=5x-4=du=5dx=dx=du/5




[ sec?(u) * (1/5) du = (1/5) tan(u) + C
Resultado: (1/5) tan(5x - 4) + C

Ejercicio 4:
| 4 sec?(4x) dx

Solucion paso a paso:
Seau=4x=du=4dx = dx =du/4

[ 4 sec?(u) * (1/4) du = | sec?(u) du = tan(u) + C
Resultado: tan(4x) + C

Ejercicio 5:

[ sec?(6x + 2) dx
Solucién paso a paso:
Seau=6x+2=du=6dx = dx=du/6
[ sec?(u) * (1/6) du = (1/6) tan(u) + C
Resultado: (1/6) tan(6x + 2) + C

Formula 18
Formula: [ csc2udu =-cotu + C

Ejercicio 1:
[ csc?(2x) dx

Solucion paso a paso:
Seau=2x=du=2dx = dx=du/2




[ esc2(u) * (1/2) du = (1/2) | esc?(u) du = -(1/2) cot(u) + C
Resultado: -(1/2) cot(2x) + C

Ejercicio 2:
| 3 csc3(3x + 1) dx

Solucién paso a paso:
Seau=3x+1=du=3dx = dx=du/3

[ 3 esc2(u) * (1/3) du = | csc?(u) du = -cot(u) + C
Resultado: -cot(3x + 1) + C

Ejercicio 3:
[ (1/4) csc2(4x - 5) dx

Solucién paso a paso:

Seau=4x-5=du=4dx=dx=du/4

| (1/4) csc2(u) * (1/4) du = (1/16) | csc?(u) du = -(1/16) cot(u) + C
Resultado: -(1/16) cot(4x - 5) + C

Ejercicio 4:
[ csc?(6x) dx

Solucién paso a paso:

Seau =6x=du=6dx = dx=du/6
[ csc2(u) * (1/6) du = -(1/6) cot(u) + C
Resultado: -(1/6) cot(6x) + C

Ejercicio 5:
[ 2 csc?(2x - 3) dx




Solucién paso a paso:
Seau=2x-3=du=2dx=dx=du/2

[ 2 esc?(u) * (1/2) du = | csc3(u) du = -cot(u) + C
Resultado: -cot(2x - 3) + C

Férmula 19
Formula: [secutanudu=secu+C

Ejercicio 1:
[ sec(3x) tan(3x) dx

Solucién paso a paso:

Seau=3x=du=3dx=dx=du/3

[ sec(u) tan(u) * (1/3) du = (1/3) [ sec(u) tan(u) du = (1/3) sec(u) + C
Resultado: (1/3) sec(3x) + C

Ejercicio 2:
[ 2 sec(2x+1) tan(2x+1) dx

Solucién paso a paso:
Seau=2x+1=du=2dx = dx=du/2

| 2 sec(u) tan(u) * (1/2) du = [ sec(u) tan(u) du = sec(u) + C
Resultado: sec(2x +1) + C

Ejercicio 3:
[ 5 sec(5x - 2) tan(5x - 2) dx

Solucién paso a paso:
Seau=5x-2=du=5dx=dx=du/5

| 5 sec(u) tan(u) * (1/5) du = | sec(u) tan(u) du = sec(u) + C
Resultado: sec(bx - 2) + C




Ejercicio 4:
[ (1/2) sec(4x) tan(4x) dx

Solucion paso a paso:

Seau=4x=du=4dx = dx =du/4

[ (1/2) sec(u) tan(u) * (1/4) du = (1/8) | sec(u) tan(u) du = (1/8) sec(u) + C
Resultado: (1/8) sec(4x) + C

Ejercicio 5:
[ sec(6x + 5) tan(6x + 5) dx

Solucién paso a paso:
Seau=6x+5=du=6dx = dx=du/6

[ sec(u) tan(u) * (1/6) du = (1/6) sec(u) + C
Resultado: (1/6) sec(6x + 5) + C

Formula 20

Formula: [cscucotudu=-cscu+C

Ejercicio 1:
[ esc(2x) cot(2x) dx

Solucién paso a paso:

Seau=2x=du=2dx = dx=du/2

[ esc(u) cot(u) * (1/2) du = (1/2) [ esc(u) cot(u) du = -(1/2) csc(u) + C
Resultado: -(1/2) csc(2x) + C

Ejercicio 2:
[ 3 csc(3x + 1) cot(3x + 1) dx




Solucién paso a paso:
Seau=3x+1=du=3dx=dx=du/3
| 3 esc(u) cot(u) * (1/3) du = | csc(u) cot(u) du = -csc(u) + C

Resultado: -csc(3x +1) + C

Ejercicio 3:
[ (1/4) csc(4x - 5) cot(4x - 5) dx

Solucién paso a paso:

Seau=4x-5=du=4dx = dx=du/4

[ (1/4) csc(u) cot(u) * (1/4) du = (1/16) | csc(u) cot(u) du = -(1/16) csc(u) + C
Resultado: -(1/16) csc(4x - 5) + C

Ejercicio 4:
[ csc(6x) cot(6x) dx

Solucién paso a paso:

Seau =6x = du=6dx = dx=du/6

[ esc(u) cot(u) * (1/6) du = -(1/6) csc(u) + C
Resultado: -(1/6) csc(6x) + C

Ejercicio 5:
[ 2 esc(2x - 3) cot(2x - 3) dx

Solucién paso a paso:
Seau=2x-3=du=2dx=dx=du/2

[ 2 esc(u) cot(u) * (1/2) du = [ csc(u) cot(u) du = -csc(u) + C
Resultado: -csc(2x - 3) + C




