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ENSAYO: DEFINICION Y PROGEN DE LOS
NUMEROS COMPLEJOS.

INTRODUCCION:

Los nimeros complejos es una extension de los niimeros reales. Se obtienen considerando
pares ordenados de niimeros reales bajo operaciones particulares de suma y producto entre
estos. Su origen tiene sus indicios en el siglo XVI hasta su formalizacion en los siglos X VIII
y XIX, se ha demostrado que no solo son un simple elemento de las ciencias basicas, sino
que, por el contrario, son unas herramientas de gran utilidad en campos como la ingenieria y
las ciencias aplicadas. Esto es explicado de mejor forma en Obras como Variable Compleja
y aplicaciones de Churchill y Brown (1992), Numeros Complejos de Rubio (2012), dichas
obras se analizaran mas adelante para poder comprender a mayor profundidad el origen y la
definicién de los nimeros complejos. Asi como algunos materiales didacticos que resultan
de gran apoyo para el analisis de este tema de gran interés. El presente ensayo tiene por
objetivo explicar el origen de los nimeros complejos, asi mismo planea entrar en contexto

sobre el concepto y definicidén de los nimeros complejos.

DESARROLLO:

El origen de los Numeros Complejos se remonta cuando se intentaban resolver ecuaciones
cuadraticas o cubicas que presentaban raices negativas dentro del radicando, tal como se
menciona en el documento Numeros Complejos de Diana Rubio. Sin embargo, no fue hasta
el siglo III, donde Diofanto planteo un problema cuya soluciéon necesitaba la existencia de un
nimero que elevado al cuadrado fuese igual a -1. Pasaron siglos hasta que este tipo de
problemas nuevamente cobro interés. En el siglo XVI Rafaello Bombelli fue uno de los
primeros en admitir la importancia de encontrar raices cuadradas de nimeros negativos. En
el siglo XVII Descartes uso el termino imaginario y a fines del siglo XVIII el matematico
suizo Leonhard Euler simboliz¢ la raiz cuadrada de -1 con la letra i. Sin embargo, no fueron

completamente aceptados. Unos afios despué¢s Wessel le dio una interpretacion al nimero i

ALUMNA: MARIA DE JESUS HERNANDEZ TEPOX.
MODULO: ALGEBRA LINEAL.

SCENIER,

£
)

/
2
WousTRPY




W

ITSSAT

INSTITUTO TECNOLOGICO SUPERIOR DE SAN ANDRES TUXTLA. FECHA: 01/09/2025.
GRUPO: 301-A. CARRERA: INGENIERIA INDUSTRIAL.

y la misma idea fue dada por Jean-Robert Argand. Finalmente, Gauss la utiliz6 para dar la
interpretacion geométrica de los numeros complejos, dandole rigor y cambiando el
paradigma en la historia del pensamiento cientifico. El uso de pares de nimeros reales para

la representacion de nimeros complejos y siendo su implementacion formal en el siglo XIX.

Por su parte, Un nimero complejo es un nimero de la forma a + b; donde a y b son nimeros
reales e i es un simbolo con la propiedad de que i* = —1, El nimero real a se considera como
un tipo especial de nimero complejo, de razén de que a =a + 0;. Si Z = a + b; es un
nimero complejo, entonces la parte real de Z denotada por Re Z es a y la imaginaria de Z
denotada por Im z es b. Dos niimeros complejos a + b; y ¢ + b; son iguales si sus partes
reales e imaginaria son iguales, es decir si, a = ¢ y b = d. Dicho de otra forma y como lo
menciona Churchill y Brown, en su obra “Variable Compleja y aplicaciones” (1992), los
numeros complejos son definidos como pares ordenados: Z=(X,y) de numeros reales x e y,
con las operaciones de suma y producto. Se suelen identificar los pares (x, O) con los nimeros
reales x. Los nimeros complejos contienen numeros reales como subconjunto. Los nimeros
complejos de la forma (O, y) se llaman “imaginarios puros”. Los nimeros en la expresion se

conocen, respectivamente, como parte real y parte imaginariade z:Rez = x,1mz = y.

CONCLUSION:

Para concluir, se puede mencionar que los nimeros complejos son un claro ejemplo de cdémo
las matematicas evolucionan para poder responder a las necesidades de la ciencia, asi como
del pensamiento humano siendo su principal objetivo el descubrir y estudiar cosas nuevas.
Lo que en un inicio parecia algo carente de sentido y sin mayor relevancia, termino siendo
una gran herramienta de estudio para el analisis moderno. A través de los textos revisados
durante el presente ensayo se puede interpretar que los nimeros Complejos no solo amplio
el campo numérico, ni la forma de dar solucidon a problemas que parecian no tenerla, sino
también fomento el desarrollo de nuevas habilidades de razonamiento, su aplicacion se
vincula directamente con el algebra lineal y la resolucion de sistemas de ecuaciones
diferenciales. Estos aportes muestran que los nimeros Complejos son un base indispensable

que permite comprender las matematicas avanzadas.
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xiv VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

Los primeros nueve capitulos de este libro, con varias sustituciones de los
restantes, han constituido durante afios el contenido de un curso de tres horas
semanales en la Universidad de Michigan. Los alumnos provenian de Matemati-
cas, Ingenieria o Fisica. Antes de seguir este curso, habian pasado al menos por
cursos de Calculo, a veces incluso avanzado, y de introduccion a las Ecuaciones
Diferenciales. Para acomodarse a la audiencia mas amplia posible, hay notas a pie
de pagina que se refieren a libros en los que pueden consultarse demostraciones y
discusiones de los aspectos mas delicados del Calculo que se van necesitando en
cada momento. Parte del material de este libro es opcional y puede dejarse como
lectura voluntaria para los estudiantes, fuera del curso normal. Si se desean ver en
el curso las aplicaciones por funciones elementales y las transformaciones confor-
mes antes de 1o que aqui se presentan, puede pasarse directamente a los capitulos
7, 8 y 9, nada mas terminar el capitulo 3.

La mayor parte de los resultados basicos se enuncian como teoremas, segui-
dos por ejemplos y ejercicios ilustrativos. En el Apéndice 1 se recoge bibliografia
sobre otros libros, en general mas avanzados. El Apéndice 2 contiene una tabla
de transformaciones conformes ttiles en la practica.

En la preparacion de esta revision, el segundo autor ha aprovechado sugeren-
cias de diversas personas. Entre los amigos que han utilizado la version anterior y
han hecho aportaciones especificas se encuentran B. S. Elenbogen, M. H. Hoft,
M. Jerison, y M. A. Lachance. Ha habido, asimismo, considerables sugerencias de
quienes han revisado partes de la edicion anterior y el manuscrito de la presente:
S. H. Davis, Rice University; P. M. Fitzpatrick, University of Maryland; R. A.
Fontenot, Whitman College; H. Hochstadt, Polytechnic University; W. L. Perry,
Texas A&M University; F. Rispoli, Dowling College; y C. H. Wilcox, University
of Utah.

He recibido ademas el interés constante y el apoyo de G. H. Brown, Jr., J. R.
Brown, S. M. Flack, G. E. Hay, S. J. Milles, R. P. Morash, J. A. Moss, F. J. Papp,
y R. L. Patterson, asi como Robert A. Weinstein, Michael Morales, y Scott
Amerman, del departamento editorial de McGraw-Hill.

‘James Ward Brown

CAPITULO

UNO
NUMEROS COMPLEJOS

En este capitulo estudiamos la estructura algebraica y geométrica de los numeros
complejos. Suponemos conocidas varias propiedades correspondientes en los
nimeros reales.

1. DEFINICION

Los numeros complejos z se pueden definir como pares ordenados
z=(x,) (1]

de nimeros reales x € y, con las operaciones de suma y producto que especificare-
mos mas adelante. Se suelen identificar los pares (x, 0) con los numeros reales x.
EI conjunto de los nimeros complejos contiene, por tanto, a los nimeros reales
como subconjunto..Los nimeros complejos de la forma (0, y) se llaman nimeros
imaginarios puros. Los nimeros reales x ¢ y en la expresion [1] se conocen,
respectivamente, como parte real y parte imaginaria de z. Escribiremos:

Rez=x, Imz = y. [2]

Dos nameros complejos (x,, ¥,) ¥ (x,, ¥,) se dicen iguales si tienén iguales las
partes real e imaginaria. Es decir:

(X1, 1) = (x5, y,) siysolosi x; =x, e y, =y, (3]

La suma z, + z, y el producto z,z, de dos niimeros complejos z, = (x;, y;) ¥
z; = (x,, y,) se definen por las ecuaciones:

(x> ¥1) + (X2, ¥2) = (xy + X2, ¥ + Y2, (4]
(x1, Y1) (X2 ¥2) = (X1X3 — yyy,, yixs + Xx1¥2) (5]




2 VARIABLE COMPLEJA Y APLICACIONES

En particular, (x, 0) + (0, ») = (x, ») y (0, )(», 0) = (0, y); luego
(x5, ) = (x, 0) + 0, 1)(p, 0). (6]

Notese que las operaciones definidas por las ecuaciones [4] y [5] son las
usuales cuando se restringen a los nimeros reales:

(-xl’ 0) + (xz, 0) = (-xl + X2, 0)’
(15 0)(x3, 0) = (x1x3, 0).

Fl sistema de los nameros complejos es, en consecuencia, una extensién natural

del de los nimeros reales.
Pensando en un nlimero real como x o como (x, 0), y denotando por i el
numero imaginario puro (0, 1), podemos reescribir la Ecuacion [6] asi*

(x, ) =x + iy 7]
Asimismo, con el convenio z?> = zz, z> = zz?, etc., hallamos que

es decir,

A la vista de la expresion [7], las Ecuaciones [6] y [7] se convierten en

(xp + iyy) + (X2 + iyy) = (xp + X)) + iy + p2), (8]
(X1 + iy)xy + iya) = (x1x2 — y1y2) + i(y1X2 + x132). [9]
Obsérvese que los miembros de la derecha en esas ecuaciones se pueden obtener

formalmente manipulando los términos de la izquierda como si solo contuvieran
nGmeros reales, y sustituyendo i2 por —1 cuando aparezca.

2. PROPIEDADES ALGEBRAICAS

Varias propiedades de la suma y del producto de nimeros complejos coinciden
con las de los nameros reales. Recogeremos aqui las mas basicas y verificamos
algunas de ellas.

Las leyes conmutativas

Zy + 2y = 25 + 24, 2122 = 4 (1]

* En electronica se utiliza el simbolo j en lugar de i.

k4
ke

"

Lov®
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NUMEROS COMPLEJOS 3

y las asociativas
(v + 22) + 23 = 2, + (22 + 273), (212,)z3 = z4(2,25) 2]

se siguen facilmente de las definiciones de la suma y el producto de nimeros
complejos, y del hecho de que los nameros reales las satisfacen. Por ejemplo, si

2, = (xl’ yl) y z, = (x29 yZ)’

entonces

Zy + 23 = (X y1) + (0, y2) = (% + X3 9y + y2) = (X3 + x4, Y2 + y1)
= (X3 ¥3) + (X1, ¥y) =z, + z,.

La verificacion de las restantes, asi como de la ley distributiva
2(zy + z) = zzy + zz,, [3]
es similar.

De acuerdo con la ley conmutativa del producto, iy = yi; luego esta permiti-
.do escribir

z=Xx+4+1iy 0 z=Xx+ yi..
Ademas, por las leyes asociativas, una suma z, + Z; + z3 0 un producto z,z,z,4
estan bien definidos sin paréntesis, igual que ocurria con los nameros reales.

o La identidad aditiva 0 = (0, 0) y la identidad multiplicativa 1 = (1, 0) de los
numeros reales se transfieren al sistema de los niimeros complejos. O sea,

z+0=2zy z:-1=z: (4]
para todo namero complejo z. Mas atn, 0 y 1 son los Gnicos niimeros complejos

con t‘ales propiedades. Para establecer la unicidad de 0, supongamos que (i, v) es
una identidad aditiva, y escribamos

(. y) + (wv) = (x, p),
donde (x, y) es cualquier nimero complejo. Se deduce que
X+ u=x e y+v=y
0sea, u = 0yw = 0. El nimero complejo 0 = (0, 0) es, por tanto, la Gnica

identidad aditiva.
Cada nlimero complejo z = (x, y) tiene asociado un inverso aditivo

—z = (-x, —y) [5]
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Capitulo 1

Breve historia

La primera referencia conocida de raices cuadradas de ntimeros negativos
proviene de trabajos de matematicos griegos, como Herén de Alejandria, en
el siglo I antes de Cristo. Mas tarde, en el siglo III, Diofanto plante6 un
problema cuya soluciéon suponia la existencia de un nimero que elevado al
cuadrado fuese igual a -1, pero no conocia ningiin nimero que satisfaciera
esa condicion. Pasaron siglos hasta que este tipo de problemas nuevamente
cobré interés. En el siglo XVI Rafaello Bombelli fue uno de los primeros en
admitir la importancia de encontrar raices cuadradas de numeros negativos.
Por otro lado, en el mismo siglo, matematicos italianos como Cardano y
Tartaglia, buscaban férmulas para las raices exactas de los polinomios de
grados 2 y 3 y se encontraron con la necesidad de hallar raices de ntimeros
negativos. En el siglo XVII Descartes usé el término imaginario y a fines del
siglo XVIII el matemaético suizo Leonhard Euler simboliz6 la raiz cuadrada
de -1 con la letra ¢. Sin embargo, al no encontrar significado geométrico
para tales nimeros, éstos no fueron completamente aceptados. Unos afnos
después Wessel le dio una interpretacién al nimero ¢ y la misma idea fue
dada por Jean-Robert Argand. Méas tarde Gauss la utiliz6 para dar la inter-
pretacién geométrica de los niimeros complejos. El uso de pares de niimeros
reales para la representacion de numeros complejos y su implementacion
mas formal recién fue dada en el siglo XIX.

Mais informacién histérica se puede encontrar en [3], [4], [9].

Como complemento bibliografico de los temas desarrollados en este capitulo
se sugieren los textos [1],[2],[8].



Capitulo 2

El Conjunto de los Nimeros Complejos

1 Introduccion

El conjunto de niimeros complejos es una extension de los ntimeros reales. Se
obtienen considerando pares ordenados de niimeros reales bajo operaciones
particulares de suma y producto entre éstos.

2 Definicion, Operaciones y Propiedades

Definicién 2.1. Se llama conjunto de nimeros complejos, y se denota C,
al conjunto de pares ordenados {(a,b) € R*} donde las operaciones de suma
y producto se definen de la siguiente manera,

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d), V(a,b), (c,d) € C,

(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc), V(a,b), (c,d) € C.

De la definicién anterior podemos escribir C = {R?, +,.}, donde +, . deno-
tan las operaciones de suma y producto definidas anteriormente.

Ejemplo 2.2. Calcular z +w y zw para z = (1,3),w = (2,-2) € C.

A partir de la definiciéon de suma y producto se obtiene
(a) Ztw= (13 3) + (27 _2) - (37 1)a

(b) zw = (1,3)(2,—2) = (1.2 — 3.(=2), 1.(=2) + 3.2) = (8,4).

11



Propiedades de la Suma
Sean z, w, u € C, entonces
(1) z+ (w+u) =(z+w)+ u,
(2) Z4+w=w+z,
(3) z+4(0,0) = (0,0) + z = 2,
(4) =+ (=2)=(0,0),

(propiedad asociativa)
(propiedad conmutativa)
(neutro para la suma)
(inverso aditivo).

El inverso aditivo —z de un nimero complejo z = (a, b) es el nimero com-
plejo —z = (—a, —b). La resta de niimeros complejos puede ser considerada
como una suma: z —w = z + (—w).

Propiedades del Producto
Sean z, w, u € C, entonces

(5) z(wu) = (zw)u, (propiedad asociativa)
(6) W =Wz, (propiedad conmutativa)
(7) 2(1,0) = (1,0)z = z (neutro para el producto).

Propiedad Distributiva del Producto con Respecto a la Suma
Sean z, w, u € C entonces
(8) z(w 4 u) = 2w + zu.

Las propiedades de suma y producto (1) - (8) se pueden demostrar facil-
mente usando la definicién 2.1.

Identificamos el nimero real a con el par (a,0) € C. Resulta entonces
R ={(a,b) e C:b=0} c C.

En otras palabras, el conjunto C contiene al conjunto de los nimeros reales.

Observacion 2.3. Las operaciones de suma y producto definidas en C ex-
tienden la suma y el producto definidos en R:

Consideremos z = (a,0),w = (b,0) € C, notemos que z y w se identifican
con los numeros reales a y b. Aplicando la definicién de suma y producto
en C tenemos que

e 2+ w=(a,0)+ (b,0) =(a+b,0)=a+b €R,

o zw = (a,0)(b,0) = (ab—0,a0 4+ 0b) = (ab,0) = ab € R.

12



De aqui en adelante escribiremos a en lugar de (a,0), en particular el
elemento neutro para el producto es 1 = (1,0).

Los nimeros complejos de la forma (0,b) € C (primera componente nula)
se denominan imaginarios puros. El conjunto de niimeros imaginarios puros
se denota I,

I={(a,b) e C:a=0}.

Por lo tanto el conjunto C de los niimeros complejos esta formado por el
conjunto R de los numeros reales, el conjunto I de los imaginarios puros
y el conjunto de nimeros formado por las sumas de ellos. Esta manera de
describir los nimeros complejos es el tema de el siguiente capitulo.

13
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INTRODUCCION

Este material es de apoyo para el curso de Matematicas 1V, del plan de estudios DGEST
2004 de la carrera de Ingenieria Electronica, correspondiente a Numeros Complejos y
Algebra Lineal, resultado del compromiso profesional hacia la institucién para una sélida
formacion académica de los estudiantes en Ingenieria Electronica.

Como herramienta necesaria en la modelacion y soluciéon de problemas de ingenieria en
general, las matematicas merecen un especial apoyo con material didactico detallado
para la buena comprension y motivacion de los estudiantes. Para lo cual se ha preparado
este nuevo trabajo con ejemplos resueltos, desarrollados con los pasos detallados hasta
su solucién, asi como algo muy importante que debe motivar al estudiante de Ingenieria
Electrénica sobre la importancia y retos de las matematicas en su formacion académica:
ejemplos y ejercicios practicos de circuitos eléctricos estables. Complementandose este
trabajo con ejercicios de practica para el estudiante y sus respuestas a los impares.

Las Matematicas en general no pueden estudiarse en forma contemplativa o pasiva, al
contrario, requieren una actitud dinamica y participativa. Bajo este punto de vista, se
espera que el alumno se anime a analizar, comprender y realizar con este apoyo, la
mayor cantidad de ejercicios y problemas aplicados posibles. Adquiriendo asi las bases
cognitivas para asignaturas posteriores de la carrera, donde se analicen fendmenos
electrénicos mediante esta importante herramienta.

Para la compilacion de este trabajo se ha contado con la valiosa ayuda de Lobsang
Javier Mendoza Licea y César Martin Garcia Prado, egresados de la carrera de
Ingenieria Electronica, quienes se han dado la tarea de revisar minuciosamente los
ejemplos y ejercicios propuestos en este problemario, para una mejor calidad y
aprovechamiento del mismo por parte de los alumnos.

Finalmente, este trabajo se presenta ante la coordinacién de Material Didactico y la
Academia de Ciencias Basicas de la Division de Ingenieria Electronica y Telematica del
TESE, el cual ha sido avalado por las mismas para su difusién y uso del mismo por parte
de los profesores y estudiantes de la Division.
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1. NUMEROS COMPLEJOS

1.1 ORIGEN DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Los numeros complejos fueron propuestos inicialmente en 1545, por el
matematico italiano Girolamo Cardaco, en un tratado monumental acerca de la
solucién de la ecuacion cubica y cuartica titulado Ars Magna. Para apreciar la
dimensién de esta propuesta debe tenerse en cuenta que el concepto de
numeros negativos apenas habia tenido aceptacién, y que aun habia controversia
en relacion con sus propiedades. Las cantidades “ficticias” de Cardano fueron
ignoradas por la mayoria de sus colegas, hasta que el genio matematico Carl
Friedich Gauss les dio el nombre actual y las utilizd6 para demostrar el Teorema
Fundamental del Algebra, el cual establece que todo polinomio que no sea
constante tiene al menos un cero. En esta seccidon se exploraran las propiedades
de los numeros complejos y sus operaciones elementales, Ademas de algunas
funciones con valores complejos, que en la teoria de funciones de una variable
compleja extiende los conceptos del calculo al plano complejo y por consiguiente
la derivacion y la integracion complejas adquieren una nueva profundidad vy
elegancia, y por lo tanto la naturaleza bidimensional del plano complejo produce
muchos resultados utiles en Matematicas Aplicadas en la Ingenieria. En particular
a la Ingenieria de Circuitos Eléctricos Transitorios y Analisis de Senales,
simplificando notoriamente los calculos que llevan a la interpretacion de su

comportamiento.



1.2. LOS NUMEROS COMPLEJOS Y SU ALGEBRA

Un numero complejo es un numero de la forma a+bi donde a y b son numeros
reales e i es un simbolo con la propiedad de que i* =—1. El nimero real a se
considera como un tipo especial de numero complejo, de razén de que a =a+0i.
Si Z =a+bi es un numero complejo, entonces la parte real de Z denotada por Re
Z es ay la imaginaria de Z denotada por Im z es b. Dos numeros complejos a + bi
y c+di son iguales si sus partes reales e imaginaria son iguales, es decir si,
a=cy b=d. Un numero complejo a+bi puede identificarse con el punto (a,b)
graficado en un plano, denominado plano complejo o plano de Argand., como se

muestra en la siguiente figura. En el plano complejo, el eje horizontal se le conoce

como el eje real, mientras que el eje vertical se conoce como eje imaginario.

z=a+ib

A

v

Re

Figura 1.2 Representacion de un numero complejo z en el plano complejo



1.2.1 OPERACIONES ELEMENTALES CON NUMEROS COMPLEJOS

La suma, la diferencia, el producto y el cociente de dos numeros complejos
Z =a+biy Z,=a,+bjidan como resultado un numero complejo y se definen

de la siguiente manera:
() Z,+2Z,=(a,+a,)+(b+b))i
(i) 2,-2,=(a,—a,)+(b ~b,)i
(iii) 7,7, =(aa, —bb,)+(ab, +ba,)i

_ (al +b1i)(a2 _bzi) _ (alaz + blbz) + (azbl + albz)l-

Zl
Z, (a,+byi)a, —by) a +a; a +a;

()

En otras palabras, al sumar o restar dos numeros complejos simplemente se
suman o se restan las partes reales y las imaginarias correspondientes. Para
multiplicar dos numeros complejos aplicamos la ley distributiva y el hecho de que
.2

i~ =—1. Finalmente, para el cociente de dos complejos se aplica la regla del

binomio conjugado.

1.2.2 CONVERSION DE FORMA RECTANGULAR A FORMA POLAR DE UN
NUMERO COMPLEJO

Sea:
Z =a,+bi
De donde:
‘21‘ = af + b12
a
Entonces:

Forma Polar de un Numero Complejo:

Z, =‘Zl‘ { @



Breve historia de los Numeros Complejos 1

Breve historia de los Numeros Complejos

Teniendo conocimiento de como la raza hu-
mana ha adquirido su sabiduria sobre ciertos
hechos y conceptos, estaremos en mejor dis-
posicion de juzgar como los ninos adquieren
tal conocimiento.

George Pdlya (1887-1985)

Primeras referencias: SI-SXII

La primera referencia escrita de la raiz cuadrada de un nimero negativo la encontramos en la
obra Stereometria de Herén de Alejandria (Greciaaprox. 10-75) alrededor de la mitad del siglo I.
Es este trabajo comparece la operacién /81 — 144 aunque es tomada como /144 — 81, no sabiéndose
si este error es debido al propio Herén o al personal encargado de transcribirlo.

La siguiente referencia sobre esta cuestion se data en el ano 275 en la obra de Diophantus (aprox.
200-284) Arithmetica. En su intento de célculo de los lados de un tridngulo rectangulo de perimetro
12 y 4rea 7, Diophantus planted resolver la ecuacién 33622 + 24 = 172z, ecuacién de raices complejas
como puede ser comprobado facilmente.

Son los matematicos hindies los que dan las primeras explicaciones a este tipo de problemas.
Mahavira, alrededor del ano 850, comenta en su tratado de los nimeros negativos que “como en
la naturaleza de las cosas una catidad negativa no es un cuadrado, por tanto mo puede tener raiz
cuadrada”. Alrededor de 1150 es Bhaskara quien lo describe de la siguiente forma:

El cuadrado de un nimero, positivo o negativo, es positivo; la raiz cuadrada de
un numero positivo tiene dos wvalores, uno positivo y otro negativo; no exriste raiz
cuadrada de un nimero negativo ya que un numero negativo no es un cuadrado.

Primeros estudios: SXVI

J. Cardan (1501 - 1576)

En 1545, Jerome Cardan (Italia, 1501-1576), un matematico, fisico y filésofo italiano, publica
"Ars Magna” (El Gran Arte) en el cual describe un método para resolver ecuaciones algebraicas de
grado tres y cuatro. Esta obra se convertia asi en el mayor tratado de algebra desde los Babilénicos,
3000 anos antes, que dedujeron como resolver la ecuacién cuadratica.

Un problema planteado por Cardan en su trabajo es el siguiente:

Andlisis Matemdtico VI - Curso 2006/2007



Breve historia de los Numeros Complejos 2

Si alguien te pide dividir 10 en dos partes cuyos producto sea... 40, es evidente que
esta cuestion es imposible. No obstante, nosotros la resolvemos de la siguiente forma.

Cardan aplicaba entonces su algoritmo al sistema de ecuaciones x +y = 10, xy = 40 dando como
soluciones 5 + 1/—15 y 5 — v/—15. Por multiplicacién probaba Cardan que el producto era 40. Esta
es la primera constancia escrita de la raiz de un nimero negativo y de su manejo algebraico.

Cardan también tropieza con estas raices en las soluciones que presenta de la ecuacién cubica

23 = ax + b. Tales soluciones vienen dadas por:

{660 {66

Para la ecuacién x® = 152 + 4 esta férmula da como solucién z = \3/2 +v—121+ 3/2 — v/ —121,
la cual Cardan di6 por véalida. Como esta ecuacién tiene las raices 4, —2++/3 y —2—+/3, interesaba la

relacién con las propuestas por la formula de Cardan. Fué el ingeniero hidraiilico Rafael Bombelli
(Italia, 1526 - 1572), unos treinta afios después de la publicacién de la obra de Cardan, quien introdujo
un razonamiento que el mismo catalogé de un tanto ”salvaje”. Plante6 que como —2 4+ /—121 y
—2—4/—121 sélo se diferencian en un signo, lo mismo debia suceder con sus raices ctibicas. Asf escribia,

V/—24+vV-12l=a+vV-b y \/—-2—+=121 =a—/—b,

donde por célculo directo obtenia que a =2 y b = 1, luego

Ve v+ {2 v = @ V) + 2 VD) = 4

Asi Bombelli "daba sentido” a las expresiones ”sin sentido” de Cardan.

Este razonamiento se convierte por tanto como el nacimiento de la variable compleja. Bombelli
desarroll6 un calculo de operaciones con nimeros complejos que se ajusta a los que conocemos en la
actualidad.

Comentar en este punto que comunmente se dice que fué la ecuacién cuadratica la que forzo la
definicién de los nimeros complejos. Con lo expuesto anteriormente debemos asignar a la ecuacion
de orden tres tal papel.

A pesar de lo aportado por Bombelli, su trabajo sobre esta materia (L’Algebra) fué ampliamente
ignorado y considerado como misterioso e incierto. Simén Stevin apunté en 1585 lo siguiente en esta

direccion:

Tiene toda la legitimidad el que uno se ejercite en otras tareas y no pierda el tiempo
en inezactitudes.

Dos siglos y medio cubrieron las dudas sobre el significado y la autenticidad de los nimeros
complejos. No obstante, fueron estudiados por un gran nimero de matemaéticos.

Consolidacion del area: SXVII-SXVII-SXIX

Andlisis Matemdtico VI - Curso 2006/2007



Breve historia de los Numeros Complejos 3

A principios de 1620, Albert Girard sugiere que las ecuaciones de grado n tienen n raices. Esta
premonicién del teorema fundamental del algebra estaba en este caso planteada de forma vaga y sin
rigor.

René Descartes (Francia, 1596-1650), que bautizé con el nombre de imaginarios a los nuevos
numeros, apunté también que toda ecuacién debia tener tantas raices como indica su grado, aunque

numeros no reales podian ser alguna de ellas.

R. Descartes (1596-1650) G. W. Leibniz (1646-1716)

La siguiente referencia destacable data de 1673 con una carta de Christian Huygens (Holan-
da, 1629-1695) a Gottfried von Leibniz (Alemania, 1646-1716). En ella expresa la impresién del
primero sobre la identidad \/ 1++v-3+ \/ 1 ++/—3 = v/6, que le habia mencionado Leibniz en una
carta anterior. Huygens se expresa en los siguientes términos:

Lo que me escribes sobre cantidades imaginarias que, no obstante, cuando son
sumadas da una cantidad real, me es sorprendente y totalmente nuevo. Uno nunca
creeria que ésto es cierto y debe haber algo escondido en ello que es incomprensible
para mi.

Los nimeros complejos fueron ampliamente utilizados en el siglo XVIII. Leibniz y Johan Ber-

noulli (Suiza, 1667-1748) usaron nimeros imaginarios en la resolucién de integrales. Por ejemplo,

1 1 1 1 1 1
——dr = dr = —— — dr = ——(1 )—1 —at)).
/ 2ra2 / (x+ ai)(z — ai) ‘ 2ai (:c +ai - ai) ‘ 2ai( og(v+ai)—log(v—ai))

Este tipo de razonamientos generaron la polémica sobre la existencia del logaritmo de nimeros

negativos y complejos. Un acalorado debate tuvieron Bernoulli y Leibniz donde este ultimo pos-
tulé que logi = 0 argumentando que como 2log(—1) = log(—1)? = log1 = 0 entonces 2logi =
logi? = log(—1) = 0. Bernoulli proponia por contra, logi = iw/2. La controversia fue resuelta por
Leonhard Euler (Suiza 1707-1783) con su identidad ™ = —1.
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L. Euler (1707-1783)

Los nimeros complejos fueron usados por Johann Lambert en proyecciones, por Jean D’Alembert
en hidrodinamica y por Euler, D’ Alembert y Joseph-Louis Lagrange en pruebas erréneas del teorema
fundamental del dlgebra. Euler fué el primero en usar la notacién i = v/—1, haciendo ademds un uso
fundamental de los nimeros complejos al relacionar la exponencial con las funciones trigonométricas

por la expresién e = cosz 4 i senx. Euler se expresaba en los siguiente términos:

Como todos los numeros imaginables son mayores, menores o iguales a cero, en-
tonces es claro que la raiz cuadrada de un nimero negativo no puede ser uno de estos
nimeros,[...] y esta circunstancia nos lleva al concepto de tales nimeros, que por
su naturaleza son imposibles y ordinariamente son llamados imaginarios o niumeros
falsos, porque solo existen en la imaginacion.

Incluso en gran Carl Friedrich Gauss (Alemania, 1777-1856), en cuya tesis doctoral (1797) se
daba la primera prueba correcta del teorema fundamental del algebra, apunté a finales de 1825 que
“la verdad metafisica de \/—1 es elusiva”.

C. F. Gauss (1777-1856)

Esto ilustra en parte que la satisfaccién légica sobre los niimeros complejos entraba a finales del
siglo XVIII mas en el terreno de la filosofia que en el de las matematicas. Todo lo bueno que tuvo la
Era de la Razén para todas las areas, fue en parte perturbador para esta materia.

Pedagdgicamente también se planteaban dudas. La Universidad de Cambridge como ejemplo, a
principios del siglo XIX, se preguntaba qué légica regia sobre las operaciones con niimeros complejos
que permitiese su ensenanza. Asi surgian preguntas como i X 2 = 2 X i?, jes Vab = \/5\/5 para

cualquier a y b negativos?, no obtenian respuestas satisfactorias.
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En el siglo XIX ya proponen algunos matematicos, de Cambridge principalmente, que debia
haber unas reglas que gobernasen esta herramienta que ya demostraba a todas luces su utilidad para
muchos.

La representacién geométrica de los complejos como puntos del plano tiene sus primeras citas en
los trabajos de 1797 del noruego Caspar Wessel y en 1806 en los del suizo Jean-Robert Argand.
No obstante seria la referencia de Gauss de 1831 la que tendria el impacto suficiente.

En 1833, William Rowan Hamilton (Inglaterra 1805-1865) da la primera definicién algebraica
rigurosa de los complejos como pares de nimeros reales.

A -L. Cauchy (1789-1857)

El 1847 es Agoustin-Louis Cauchy (Francia, 1789-1857) quien da una definicién abstracta de
los nimeros complejos como clases de congruencias de polinomios reales, basandose en las clases de
congruencias de enteros dada por Gauss.

Ya comenzada la segunda mitad del siglo XIX, las dudas y misterios sobre los niimeros complejos
ya han desaparecido, aunque haya textos del siglo XX que aiin huian de utilizarlos.

La presencia de los nimeros complejos en diversas areas de las matemaéticas en este siglo puede
ser clasificadas de manera muy genérica de la siguiente forma:

a) ALGEBRA. La solucién de ecuaciones algebraicas motivé la introduccién de los nimeros com-
plejos. Estos complejos constituyen por su parte un cuerpo cerrado donde muchos problemas
de algebra lineal y otras areas del algebra abstracta encontraron solucion.

b) ANALISIS. El siglo XIX fué testigo del desarrollo de una poderosisima y bellisima rama de las
matematicas, la teoria de funciones complejas. Uno de los elementos mas sorprendentes es que
la condicion de diferenciable implica la de infinitamente diferenciable, hecho sin analogo en las

funciones reales.

¢) GEOMETRIA. Los nimeros complejos introdujeron generalidad y propiedades de simetria en

varias ramas de la geometria, tanto en la euclidea como la no euclidea.

d) TEORIA DE NUMEROS. Ciertas ecuaciones diofanticas pueden ser resueltas con el uso de
complejos.

Hadamard decia que ”el camino mas corto entre dos verdades en el campo real pasa a través
del campo complejo”. Un ejemplo de este autor es altamente ilustrativo: el producto de la suma
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de cuadrados es de nuevo suma de cuadrados, y lo probaba de la siguiente forma:

(a®> +0*)(* +d*) = (a+bi)(a—bi)(c+di)(c— di)
= [(a+bi)(c+ di)][(a—bi)(c— di)]
(u+iv)(u —iv)

= u?4+0?
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